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Prefacio

Este libro se ide como un texto breve para un curso semestral de algebra lineal.
Excepto por algin ejemplo o ejercicio ocasional, la ldgica del texto es indepen-
diente del cdleulo, y se podria utilizar desde los primeros cursos. En la practica,
mi intencién es que lo utilicen principalmente los estudiantes que hayan cursado
dos o tres semestres de calculo. También se podria impartir el curso en forma
simultdnea con el primer curso de calculo, o inmediatamente después de él.

He incluido algunos ejemplos de espacios vectoriales de funciones, aunque
quienes deseen concentrarse en forma exclusiva en el estudio del espacio eucli-
diano podrian omitirlos del todo sin afectar la compresién del resto del libro.
Ademas, si a algin lector le desagrada trabajar con n = n, siempre puede supo-
ner que n = 1,2 6 3, y eliminar otras interpretaciones. Sin embargo, dicho lector
deberia observar que el uso de n = n simplifica algunas férmulas, abreviandolas
por ejemplo, y deberia tratar de alcanzar este nivel tan pronto como fuera posi-
ble. Por otra parte, como se quiere cubrir los casos n = 2 y n = 3, por lo menos,
al usar n para denotar cualquiera de estos niimeros se evitan repeticiones muy
tediosas.

El primer capitulo persigue varios propésitos. Primero, y ante todo, esta-
blecer la conexién fundamental entre el dlgebra lineal y la intuicidn geométrica.
Ciertamente, hay cuando menos dos aspectos del algebra lineal: la manipulacién
formal de los calculos con matrices y la interpretacion geométrica. No es mi
deseo abogar por uno o por otro, pero si considero que basar las manipulacio-
nes formales en contextos geométricos proporciona un muy valioso antecedente
a las personas que usan el dlgebra lineal. Segundo, este primer capitulo brinda
de inmediato ejemplos concretos, con coordenadas, de combinaciones lineales,
perpendicularidad y otras nociones que se desarrollan més adelante. Ademas del
contexto geométrico, el estudio de estas nociones suministra ejemplos de subes-
pacios y también proporciona una interpretacién fundamental de lag ecuaciones
lineales. Por tanto, el primer capitulo brinda una répida visién global de mu-
chos temas del libro. El contenido del primer capitulo también corresponde a los
aspectos fundamentales de los cursos de calculo en cuanto a funciones de

-



vi Prefacio

varias variables, lo cual nos permite desarrollar muchas cosas sin el empleo de
las matrices més generales. Sien algiin otro curso los estudiantes han cubierto el
material correspondiente al Capitulo I, o si el instructor desea trabajar a fondo
con las matrices recurriendo a otros medios, entonces puede omitirse el primer
capitulo o usarse en forma selectiva para motivar a los alumnos o para aplicar
ejemplos.

Después de este capitulo introductorio, comenzamos con ecuaciones lineales,
matrices y la eliminacién de Gauss. Este capitulo hace énfasis en los aspectos
de cémputo del dlgebra lineal. Luego trabajamos con espacios vectoriales, apli-
caciones lineales y productos escalares, y sus relaciones con las matrices. Esto
combina el aspecto computacional con el tedrico.

Los determinantes se tratan en forma mas breve que en la primera edicién de
este libro, y se suprimen varias pruebas. Los estudiantes interesados en la teoria
pueden recurrir a un tratamiento mds completo en libros tedricos de dlgebra
lineal.

Incluf un capitulo sobre valores propios y vectores propios, el cual permite
practicar con nociones que se estudiaron previamente y sirve como introduccién
al material que se usa en forma constante en todas partes de las matematicas y
sus aplicaciones.

Agradezco efusivamente a Toby Orloff y Daniel Horn, quienes impartieron
el curso con una versién preliminar de este libro, sus valiosos comentarios y
correcciones.
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CAPITULO |

Vectores

El concepto de vector es bésico para el estudio de las funciones de varias variables.
Suministra una motivacidén geométrica para todo lo que sigue. Por tanto, las
propiedades de los vectores, tanto algebraicas como geométricas, se estudiaran
en detalle.

Una caracteristica significativa de todos los enunciados y las demostraciones
de esta parte es que no son ni mas sencillos ni més dificiles de probar en el espacio
de 3 dimensiones que lo que resultan ser en el espacio de 2 dimensiones.

I, §1. Definicién de puntos en el espacio

Sabemos que se puede usar un ndamero para representar un punto sobre una
recta, una vez que se ha escogido una unidad de longitud.

y———1( 1)

|
I
|
|
€T

AmE - |
(a) Punto sobre un recta (b) Punto en un plano

Figura 1




2 Vectores [I, §]_]

Se puede usar un par de niimeros (esto es, una pareja de nimeros) (z,y) para
representar un punto en un plano.
Esto se puede representar como en la figura 1.

Observemos ahora que se puede usar una terna de nimeros (z,y,z) para
representar un punto en el espacio, esto es, en el espacio tridimensional o espacio
de 3 dimensiones. Simplemente se introduce un eje mas. La figura 2 ilustra este
hecho.

eje z

eje

Figura 2

Podrfamos usar también (z1, 3, #3) en lugar de z, y, z. La recta se podria
llamar espacio de dimensién 1 y el plano espacio de dimensidn 2.

Asi pues, podemos decir que un niimero representa un punto en el espacio
de 1 dimensién. Una pareja representa un punto en el espacio de 2 dimensiones. '
Una terna representa un punto en el espacio de 3 dimensiones.

Aunque no podamos continuar dibujando diagramas, nada nos impide consi-
derar una cuddrupla de nimeros.

(m].; Ty, L3, 134)

y afirmar que ésta es un punto en el espacio de 4 dimensiones. Una quintupla
serfa un punto en el espacio de 5 dimensiones, luego vendria una séxtupla, una
séptupla, una 4ctupla, ...

Podemos ir mas alld y definir un punto en el espacio de n dimensiones
como la n-tupla de nimeros

(3131:2;‘"::81'1)1

si n es un entero positivo. Denotaremos con una X mayiscula dicha n-tupla
y procuraremos reservar las letras minisculas para representar nimeros y las
letras mayusculas para representar puntos. Llamaremos a los nimeros #;,..., 2,
coordenadas del punto X. Por ejemplo, en el espacio de 3 dimensiones, 2




[1, §1] Definicién de puntos en el espacio 3

es la primera coordenada del punto (2,3,—4) y —4 es la tercera coordenada.
Denotamos el espacio de n-dimensiones con R”.

En su mayoria, nuestros ejemplos ilustraran el caso en que n = 2 o bien
n = 3. Asi, el lector podra encontrar cualquiera de estos dos casos a lo largo del
libro. Sin embargo, es necesario hacer tres comentarios.

Primero, tenemos que manejar n = 2 y n = 3, de manera que, con el objeto
de evitar muchas repeticiones, resulta util contar con una notacién que cubra
ambos cagsos simultdneamente, aun si con frecuencia repetimos la formulacidn de
ciertos resultados por separado para ambos casos.

Segundo, ningin teorema o férmula es mas simple al suponer que n = 2 o
=3
Tercero, €l caso n = 4 si se presenta en fisica.

Ejemplo 1. TUn ejemplo cldsico del espacio de 3 dimensiones es, desde luego,
el espacio en que vivimos. Después de haber escogido un origen y un sistema
de coordenadas, podemos describir la posicién de un punto (cuerpo, particula,
etc.) mediante 3 coordenadas. Ademds, como es bien sabido, resulta conveniente
extender este espacio a otro de 4 dimensiones, en donde la cuarta coordenada
es el tiempo, escogiendo el origen de éste en la fecha del nacimiento de Cristo,
por ejemplo, aunque esto es puramente arbitrario (quizé seria mas conveniente
escoger como origen el nacimiento del sistema solar o el nacimiento de la Tierra,
si pudiéramos determinarlos con precisién). Asi, un punto con coerdenada de
tiempo negativa es un punto a.C. y un punto con coordenada de tiempo positiva
es un punto d.C.

No obstante, no hay que pensar que “el tiempo es la cuarta dimension”.
El espacio de 4 dimensiones que acabamos de mencionar es sélo un ejemplo
posible. En economia, pongamos por caso, se usa un espacio muy diferente que
toma como coordenadas, por ejemplo, la cantidad de délares gastada en cada
industria. De este modo, podriamos trabajar con un espacio de 7 dimensiones
cuyas coordenadas correspondieran a las siguientes industrias:

1. Acero 2. Automoviles 3. Productos Agricolas 4. Pesca

5. Productos quimicos 6. Ropa 7. Transportes.

Convengamos en que un megaddlar por ano es la unidad de medida. Luego, un
punto

(1000, 800,550, 300,700, 200,900)

cn este espacio de T dimensiones significarfa que la industria del acero gastd
mil millones de ddlares en el afio indicado y que la industria quimica gastd 700
millones de délares en ese aho.
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La idea de considerar el tiempo como una cuarta dimensién es muy antigua.
en la Encyclopédie de Diderot, que data del siglo xvii1, d’Alembert escribe

lo siguiente en su articulo sobre “dimensién”:

Lo

Cette maniére de considérer les quantités de plus de trois dimensions est aussi exacte
que autre, car les lettres peuvent toujours étre regardées comme représentant des
nombres rationnels ou non. J’ai dit plus haut qu’il n’était pas possible de conce-
voir plus de trois dimensions. Un homme d’esprit de ma connaissance croit qu’on
pourrait cependant regarder la durée comme une quatritme dimension, et que le
produit temps par la solidité serait en quelque maniére un produit de quatre di-
mensions; cette idée peut étre contestée, mais elle a, ce me semble, quelque mérite,
guand ce ne serait que celui de la nouveauté.

Encyclopédie, Vol. 4 (1754), p. 1010

que, traducido, dice:

Esta manera de considerar cantidades que tienen mds de tres dimensiones es tan
correcta como la otra, debide a que siempre se puede considerar que las letras
algebraicas representan nimeros, ya sean racionales o mo. Dije con anterioridad
que no era posible concebir mas de tres dimensiones. Sin embargo, un inteligente
caballero que conozco piensa que se podria considerar a la duracién como una
cuarta dimensién y que el producto tiempo por volumen serfa de algin modo un
producto de cuatro dimensiones. Esta idea puede ponerse en tela de juicio pero, a
mi entender, tiene alglin mérito, aunque no sea sino el de ser novedosa.

Obsérvese que d’Alembert menciona a un “caballero inteligente” cuando se re-
fiere, evidentemente, a si mismo. Estd proponiendo con cierta cautela lo que en
esa época debe haber sido una idea incipiente; idea que en el siglo xx llega a ser
bastante comun.

D’Alembert también visualizé con claridad espacios de dimensién superior

como “productos” de espacios de menor dimensién. Por ejemplo, podemos con-
siderar un espacio de 3 dimensiones como si pusiéramos lado a lado las primeras
dos coordenadas (21, 22) y luego la tercera z3. Por tanto, escribimos

R3=R?x R.

Usamos el signo del producto, que no debera confundirse con otros “productos”
como el producto de niimeros. La palabra “producto” se emplea en dos contextos.
Iin forma analoga, podemos escribir

R'*=R3x R.

ilay otras maneras de expresar R* como un producto, a saber,

R*=R?x R%

I'sto significa que consideramos por separado las dos primeras coordenadas (zy,
y) y las dos tltimas coordenadas (z3,x4). Mads tarde retomaremos tales pro-
ductos.




1, §1] Definicién de puntos en el espacio 5

Ahora definiremos la adicién de puntos. 5i A y B son puntos, digamos en el
espacio de 3 dimensiones,

A=(aj,a3,03) y  B=(b,bsb3)
entonces definimos A+ B como el punto cuyas coordenadas son

A+ B = (a1 +b1,az + by, ag + b3).

Ejemplo 2. En el plano, si A= (1,2) y B =(-3,5), entonces
A+ B=(-2,T).

En el espacio de 3 dimensiones, si A = (—1,7,3) y B = (v/2,7,-2), entonces
A+B=(2-1,7+17,1).

Al usar una n neutral que cubriera ambos casos de los espacios de 2 y 3 dimen-
siones, los puntos se escribirian de la siguiente manera:

A= (ay,...,a,), B =(b1,...,bn),
y definimos A + B como el punto cuyas coordenadas son

(a1 +b1,...,8, +b,).

Observemos que se satisfacen las siguientes reglas:

1. (A+B)+C=A+(B+0C).

2. A+B=B+ A.

3. Si suponemos que
0= (005955

es el punto cuyas coordenadas son todas 0, entonces
O+A=A+0=4

para todo A.
4. Sea A= (ai,...,a,) y sea —A = (—a1,...,—a,). Entonces

A+ (-4)=0.

Todas estas propiedades son muy sencillas, y son ciertas debido a que son
ciertas para niimeros y la adicién de n-tuplas se define en términos de la adicién
de sus componentes, las cuales son niimeros.

Nota. No se confunda el niimero 0 con la n-tupla (0,...,0). Usualmente
denotamos esta n-tupla con O, y también la llamamos cero, dado que en la
practica no puede ocurrir dificultad alguna.
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Ahora interpretaremos geométricamente en el plano la adicién ¥ la multipli-
cacién por nimeros (en forma simultinea se puede visualizar lo que sucede en el
espacio de 3 dimensiones).

Ejemplo 3. Sean A=(2,3) y B=(-1,1). Entonces
A4+ B= (1, 4)

La figura se asemeja a un paralelogramo (Fig. 3).
(L4)

(2,3)

Figura 3

Ejemplo 4. Sean A= (3,1) y B = (1,2). Entonces
A4+ B =(4,3).

Vemos de nuevo que la representacién geométrica de nuestra adicidn se asernieja
a un paralelogramo (Fig. 4).

| A+B

Figura 4

La razon por la cual la figura se asemeja a un paralelogramo se puede dar en
términos de la geometria del plano de la manera siguiente. Obtenemos B = (1,2)
al comenzar en el origen O = (0,0) y al movernos 1 unidad a la derecha y 2 hacia
artiba. Paraobtener A+ B, comenzamos en 4 y nos movemos de nuevo 1 unidad
a la derecha y 2 hacia arriba. Asi, los segmentos de recta que se encuentran entre
Oy B yentre Ay A+ B son las hipotenusas de los tridngulos rectdngulos cuyos
catetos correspondientes son de la misma longitud y paralelos. Por consiguiente,
los segmentos anteriores son paralelos y de la misma longitud, tal como se ilustra
en la figura 5.
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Figura 5

Ejemplo 5. Si A =(3,1) de nuevo, entonces —A = (—3,—1). Si marcamos
este punto, vemos que —A tiene sentido opuesto a A. Podemos considerar que
—A esla reflexién de A con respecto al origen.

Figura 6

Ahora consideraremos la multiplicacién de A por un nimero. 5i ¢ es cual-
quier mimero, definimos ¢A como el punto cuyas coordenadas son

(cay, ..., can).
Ejemplo 6. Si A=(2,-1,5) y ¢ =7, entonces ¢A = (14,-7,35).
Es facil verificar las siguientes reglas:

5. ¢(A+ B) =cA+cB.
6. Si e, y ¢, son nimeros, entonces

(e1+e2)A =c1A+cAd y (c1e2)A = ¢1(eaA).
También notese que
(-1)4 = —A.
;Cual es la representacidn geométrica de la multiplicacién por un nimero?
Ejemplo 7. Sean A = (1,2) y ¢ = 3. Entonces
cA = (3,6)

como se puede apreciar en la figura 7(a).




8 Vectores [T, §1]

La multiplicacidn por 3 produce un alargamiento de A en 3 veces. En forma
analoga, -;-A da por resultado un acortamiento de A en %, es decir, A se reduce
a la mitad de su tamafio. En general, si ¢ es un nimero, ¢t > 0, tA se interpreta
como un punto en la misma direccién que A desde el origen, aunque a # veces
la distancia. De hecho, definimos que A y B tienen la misma direccién si
existe un nimero ¢ > 0 tal que A = ¢B. Insistimos: esto significa que A y B
tienen la misma direccién con respecto al origen. Para simplificar el lenguaje,
ormitimos las palabras “con respecto al origen”.

La multiplicacidn por un mimero negativo invierte la direccién. Asi, —3A4
quedaria representado como en la figura 7(b).

+ 34=(36)
34
T f4=012)
T =G
e ~34
(a) (b)
Figura 7

Decimos que dos vectores A y B (ninguno de los cuales es nulo) tienen
direcciones opuestas si existe un niimero ¢ < 0 tal que ¢cA = B. Por lo cual,
cuando B = —A4, entonces A y B tienen direcciones opuestas.

Ejercicios I, §1

‘ncuentre A+ B, A— B, 34, —2B en cada uno de los siguientes casos. Marque los
puntos que aparecen en los ejercicios 1 y 2 en una hoja de papel para graficar.

. A=(2,-1), B=(-1,1) 2. A=(-1,3), B=(0,4)
3. A=(2,-1,5), B=(-1,1,1) 4. A=(-1,-2,3), B=(-1,3,—4)
5, A= (m3,-1), B=(2x,-3,7) 6. A=(15-2,4), B=(m3,-1)

7. Sean A=(1,2) y B=(3,1). En una hoja de papel para graficar marque A+ B,
A+2B, A+3B, A-B, A—-2B, A—3B.

8. Sean A y B como en el ejercicio 1. En una hoja de papel para graficar marque los
~ puntos A+2B, A+3B, A-2B, A-3B A+ 1B.
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9. Considere A y B tal como se muestran en la figura 8. Marque el punto A— B, en
cada caso.

(e) (d)
Figura 8

I, §2. Vectores anclados

Definimos un vector anclado como una pareja ordenada de puntos que represen-

tamos con AB . (Este no es un producto.) Podemos representarlo como una
flecha que va de A a B. Designamos a A como punto inicial y a B como
punto final del vector anclado (Fig. 9).

bz—az {

4] by

b —a; —

Figura 9




10 Vectores 1, §2]

Observamos que, en el plano,
b]_ = + (bl — a}_).
De manera analoga,
bz =as+ (bg — (12).
Esto significa que
B=A+(B—A4).
Sean AD y CD dos vectores anclados. Decimos que son equivalentes si
B—-A =D~ C. Todo vector anclado AB es equivalente a uno cuyo punto

inicial es el origen, debido a que AB es equivalente a O(B — A). Es claro
que éste es el inico vector anclado cuyo punto inicial se encuentra en el origen

—_

y que es equivalente a AB . Si representamos la ley del paralelogramo en el

plano, entonces es evidente que la equivalencia de dos vectores anclados puede

interpretarse geométricamente diciendo que las longitudes de los segmentos de

recta determinados por la pareja de puntos son iguales y que las “direcciones”
en que apuntan son las mismas.

. - . - g

En las siguientes figuras hemos dibujado los vectores anclados O(B — A),

AB y O(A- B), BA.

A/B A/B

Figura 10 Figura 11

Ejemplo 1. Sean P = (1,-1,3) y (@) = (2,4,1). Entonces PQ es
equivalente a O_C}, donde C=Q— P =(1,5,-2). Si
A=(4,-2,5) y B=(5323),
- =
entonces P@ es equivalente a AB | ya que
Q-P=B-A=(1,5-2).

Sy a B . .
Dado un vector anclade OC cuyo punto inicial es el origen, decimos que se

oncuenira anclado en el origen. Dado cualgier vector anclado AB, decimos
que estd anclado en A.
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Un vector anclado en el origen se encuentra completamente determinado por
su punto final. Con base en esto, designaremos como n-tupla a un punto o bien
a un vector, dependiendo de la interpretacion que tengamos en mente.

Se dice que dos vectores anclados AB v ﬁj son paralelos si existe un
mimero ¢ # 0 tal que B — A = ¢(Q — P). Se dice que tienen la misma
direccién si existe un ntimero ¢ > 0 tal que B — A = ¢(@Q — P), y se dice que
tienen direcciones opuestas si existe un nimero ¢ < 0 tal que

B—A=¢@Q-P).

En las siguientes ilustraciones representamos dos casos de vectores anclados pa-
ralelos.

B P

£ 4 N

(a) Misma direccién (b) Direcciones opuestas

Figura 12
Ejemplo 2. Sean

P= (31 7) ¥ Q= (_412)

Sean

A=(5,1) y B=(-16,-14).

Luego,

Q- P=(-1,-5) y B — A= (-21,-15).

— —_
Fn consecuencia PQ es paralelo a AB, debido a que B— A =3(Q — P). Mas

ey ——
aln, como 3 > 0, vemos que PQ y AB tienen la misma direccion.

De manera semejante, cualquier definicién enunciada para n-tuplas se puede
aplicar a los vectores anclados. Por ejemplo, en la siguente seccién definiremos
lo que significa que las n-tuplas sean perpendiculares.
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B
\
A4

B-A @-E» P

Figura 13

Entonces podemos decir que dos vectores anclados AB y nf’“@r} son perpendi-
culares entre si, si B — A es perpendicular a Q — P. En la figura 13 hemos
hecho una representacién de dichos vectores en el plano.

Ejercicios I, §2

. . et r B
En cada uno de los siguientes casos determine cuiles vectores anclados PQ y AB son
equivalentes.

1. P=(1,-1), Q=(4,3), A=(-1,5), B=(5,2).

2. P=(1,4), @=(-3,5), A= (5 7),3:(1,3).

3. P=(1,-1,5), Q=(-2,3,—4), A=(3,1,1), B=(0,5,10).
4. P=(23, -4), Q=(-1,3,5), A=(-2,3,-1), B=(=5,3,8).

En cada uno de los siguientes casos determine cuiles vectores anclados PQ y AH son
paralelos.

5. P=(1,-1), @ =(4,3), A=(~1,5), B=(T,1).

. P=(1,4), @ =(-3,5), A=(5,7), B =(5,6).

P=(1,-1,5), Q= (-2,3,—4), A=(3,1,1), B = (-3,9,-17).
P=(2,3,-4), @=(-13,5), 4=(-2,3,-1), B =(-11,3,-28).

. Con el objeto de ilustrarles, dibuje en una hoja de papel los vectores anclados de

los ejercicios 1, 2, 5 y 6. Dibuje también los vectores anclados w y BA. Marque
los puntos Q — P, B— A, P-Qy A—B.

I, §3. Producto escalar

Convendremos en que, a lo largo de nuestro estudio, seleccionaremos vectores
que siempre se encuentren en el mismo espacio n-dimensional. Fl lector puede
restringirse solo a los casosen que n=2 y n= 3.

Sean A = (a1,a3) y B = (b1,b2) dos vectores en el espacio de dos dimensio-
‘nes. Definimos su producto escalar como

A-B = a1b; + asb,.
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Sean A = (a1,as2,a3) y B = (b1,b2,b3) dos vectores en el espacio de tres
dimensiones. Definimos su producto escalar de la siguiente manera:

A- B =aiby + azbs + agbs.

Sean A = (ay,...,an) ¥y B = (by,...,by) dos vectores en el espacio de
n dimensiones, lo que cubre los dos casos anteriores con una sola notacién.
Definimos su producto escalar o producto interior A - B como sigue

arby + - -+ anby.
Este producto es un miimero. Por ejemplo, si
A:(173?~2) y B :(_1:41"3))

entonces
A-B=-141246=1T7.

Por el momento no daremos ninguna interpretacién geométrica de este producto
escalar; lo haremos posteriormente. Antes, vamos a deducir algunas propiedades
importantes. Las basicas son:

PE 1. Tenemos que A-B =B - A.

PE 2. S5i A, B y C son tres vectores, entonces
A-(B+C)=A-B+A-C=(B+C)-A

PE 3. Si z es un numero, entonces

(zA)-B=2(A-B) y A-(#B)=z(A-B).

PE 4. Si A = O es el vector nulo, entonces A-A =0 y, si no lo es, entonces

A-A>0.

A continuacién probamos estas propiedades.
Con respecto a la primera, tenemos que

O‘.lbl+“'+anbﬂ:blal+"'+b”an’

dado que, para dos nimeros cualesquiera a y b, tenemos que ab = ba, lo que
prueba la primera propiedad.
Para probar PE 2, sea C = (c1,...,¢s). Entonces

B+C=(b1+c1,...,0n+¢cq)

A‘(B+C):al(b1+cl)+“'+an(bn+cn)

=aiby +aje; + -+ Anbn + ancy.
Al reordenar los términos se obtiene

aiby + - 4 apbp +arc1 + -+ + dncn,
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que no es otra cosa que A-B+A-C. Esto prueba lo que queriamos. La propiedad
PE 3 se deja como gjercicio.

Por iltimo, para probar PE 4, observamos que, si una coordenada a; de A4
no es igual a 0, entonces existe un término a¢? # 0 y a? > 0 en el producto
escalar

A-A=al+-- +al.
Puesto que todo términc es > 0, se infiere que la suma es > 0, tal como se
queria demostrar.

En una gran parte del trabajo que realizaremos con los vectores, sélo usa-
remos las propiedades comunes de la adicién, de la multiplicacién por niimeros
y las cuatro propiedades del producto escalar. Mas adelante los estudiaremos
de manera formal. Por el momento, observe que existen otros objetos con los
cuales el lector esta familiarizado y que se pueden sumar, restar y multiplicar por
niimeros, por ejemplo, las funciones continuas definidas en un intervalo [a,b].

Sera conveniente escribir A? en vez de A - A para representar el producto
escalar de un vector consigo mismo. (Este es el unico gjemplo en el que nos
permitimos usar tal notacién. Asi pues, A% no tiene significado alguno.) Como
ejercicio, verifique que se cumplen las siguientes identidades:

(A+B) = A’+24.B+ B?,
(A—B)2=A*-24.B+ B

Un producto interior A - B puede muy bien ser igual a cero sin que ninguno
de los vectores A o B sea el vector nulo. Por ejemplo, sean

A=(1,23) y B=(21-3)

Entonces,
A-B=0

Decimos que dos vectores A y B son perpendiculares entre si (u ortogo-
nales, como también les llamaremos), si A- B = 0. Por ahora no es evidente
que, en el plano, esta definicién coincide con nuestra notacidon geométrica intui-
tiva de perpendicularidad. En la siguiente seccién convenceremos al lector de tal
coincidencia; en esta parte sélo veremos un ejemplo. Consideremos en R® los
tres vectores unitarios

Ey=(1,0,0), E,=(0,1,0), Es=(0,0,1)
tal como se muestra en el diagrama (Fig. 14).
Veamos entonces que Ey1-Eq = 0 y que, en forma andloga, E;-E; =0sii#j.
Y asi, estos vectores se consideran perpendiculares entre si. Si A = (a1,a2,03),
entonces observamos que la i-ésima componente de A, a saber,

a; = A- E,‘
es el producto interior de A con el i-ésimo vector unitario.. Advertimos que A

es perpendicular a E; (conforme a nuestra definicién de perperdicularidad con
el producto interior) si, y sélo si, su i-ésima componente es igual a 0.
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Figura 14

Ejercicios I, §3

1. Para cada una de las n-tuplas siguientes encuentre A- A.
(a) A=(2,-1), B=(-1,1) (b) A=(-1,3), B=(0,4)
(¢} A=(2,-1,5), B=(-1,1,1) (d) A=(-1,-2,3), B={(-1,3,—4)
(e) A= (m3,-1), B=(2r,~-3,7) (f) A=(15,-2,4), B=(r,3,-1)
2. Encuentre A- B para las n-tuplas del ejercicio anterior.

3. Usando sélo las cuatro propiedades del producto escalar, verifique con detalle las
identidades dadas en el texto para (A + B)? y (A= B)*.

4. ;Cudles de las siguientes parejas de vectores son perpendiculares entre si?
(a) (1,-1,1) y (2,1,5) (b) (1,-1,1) y (2,3,1)
(C) (—5:2:7) y (31—1:2) (d) (7732:1) ¥ (zs""'rlg)

5. Sea A un vector perpendicular a todo vector X . Demuestre que A = O.

I, §4. La norma de un vector

Definimos como norma de un vector A, que denotamos con ||A}|, al nimero
4] =vA- A

Como A - A > 0, podemos extraer la raiz cuadrada. Algunas veces la norma
también se denomina magnitud de 4.

Cuando n =2 y A = (a,b), entonces

4l = Va? + 7,

como se puede apreciar en la siguiente representacién (Fig. 15).
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Figura 15

Ejemplo 1. Si A= (1,2), entonces
4]l = vV1+4 = 5.

Cuando n =3 y A = (a1,a2,03), entonces
ANl = v/ af + af + a3,

Ejemplo 2. Si A =(-1,2,3), entonces

|[A1|:\/1+4+ =m.

Si n = 3, entonces la representacién es como la de la figura 16, donde A =
(@ryrz):

Vit 22 =V Ry 2

Figura 16

Si nos fijamos primero en las dos componentes (z,y), entonces, como se
indicé, la longitud del segmento que une a (0,0) con (z,y) es igual a w =

a4yt

Entonces, de nuevo, la norma de A seria, por el teorema de Pitagoras,

Vw? + 22 :Ezwky?-l—zz.



raw
Nota adhesiva
¿Por qué son equivalentes?
Ya caí,.. :P
xD
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Asi, cuando n = 3, nuestra definicién de norma es compatible con la geometria
del teorema de Pitigoras.
En términos de coordenadas, A = (a,...,a,) y vemos que

lAll = y/ai + - +ai.

Si A # O, entonces ||A]| # 0, debido a que alguna coordenada a; # 0, de
manera que a? > 0 y, en consecuencia, af +---+a2 > 0, por lo que ||4]| # 0.
Observe que, para cualquier vector A, tenemos que

A = - All.

Esto se debe al hecho de que

(—al)2+...+(._a")zzaf_*_...{_af“

ya que (—1)% = 1. Por supuesto, esto debe ser asi, segin la figura:

Figura 17

Recordemos que A y —A tienen direcciones opu%t@in embargo, tienen
la misma norma (magnitud, como algunas veces se dice cuando se habla de
vectores).

Sean A y B dos puntos. Definimos la distancia entre A y B de la manera
siguiente:

l4 - Bll = V(A~B)- (4~ B).

ista definicién coincide con nuestra intuicidn geométrica cuando A y B son
puntos en el plano (Fig. 18). Es lo mismo que la longitud.del vector anclado

— —
AB o del vector anclado BA .


raw
Nota adhesiva
¿"Direcciones opuestas" es lo mismo que nosotros llamamos "sentidos apuestos"?

Santi dijo que si ^^

Y dos vectores jamás pueden tener el mismo sentido sin no llevan la misma dirección
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A Longitud = [|4 — B|| = ||B — A

Figura 18

Ejemplo 3. Sean A = (—1,2) y B = (3,4). Entonces la longitud del
vector anclado AB es igual a ||B — Al|. Pero B— A = (4,2). Por tanto,

|B — A|| = /16 + 4 = v/20.

En la figura vemos que el lado horizontal tiene una longitud igual a 4 y el lado
vertical tiene una longitud igual a 2, por lo que nuestras definiciones reflejan
nuestra intuicién geométrica derivada de Pitagoras.

] | |
-3 -2 —-1 [0 1 2 3

Figura 19

Sea P un punto en el plano y sea a un nimero > 0. El conjunto de los

puntos X tales que

[[X—P||<a
serd denominado disco abierto de radio a con centro en P. El conjunto de los
puntos X tales que

IX-Pli<ea
gerd denominado disco cerrado de radio a y centro P. El conjunto de los
puntos X tales que

IX-Pll=a
se conoce como circulo de radio a y centro P. En la figura 20 aparccen las
ilustraciones de estos conceptos,
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Circulo Disco
Figura 20

En el espacio de 3 dimensiones, el conjunto de los puntos X tales que
| X ~ Pl <a

se denomina bola abierta de radio @ y centro P. Al conjunto de los puntos X
tales que

IX - P|| <a
se le conoce como bola cerrada de radio a y centro P. El conjunto de los
puntos X tales que

IX—Pll=a
se llama esfera de radio a .y centro P. En espacios de dimensién mayor se
continia usando la misma terminologia de bola y esfera.

En la figura 21 se ilustran una esfera y una bola en el espacio de 3 dimensiones.

Esfera Bola
Figura 21

La esfera es la cdscara y la bola es la regién que se encuentra dentro de la cédscara.
La bola abierta consiste en la regién situada dentro de la cdscara sin incluir la
chscara en si. La bola cerrada esta formada por la region contenida dentro de la
cascara y por la cascara misma.

A partir de la geometria de la situacidn, también resulta razonable esperar
que, si ¢ > 0, entonces ||A| = ¢||A||, es decir, si alargamos un vector A al
multiplicarlo por un nimero, positivo ¢, entonces la longitud también se incre-
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menta en la misma cantidad. Vamos a verificar formalmente lo dicho, usando la
definicién de longitud.

Teorema 4.1. Sea z un nimero. Entonces
llzAll = |=| 1Al
(el valor absoluto de z por la norma de A).

Demostracion. Por definicidn, tenemos que
l2A]? = (z4) - (24),

que es igual a
2%(A - A)

debido a las propiedades del producto escalar. Al extraer la raiz cuadrada se
obtiene lo que queriamos.

Sea S) la esfera de radio 1, con centro en el origen. Sea a un ndmero > 0.
Si z es un punto de la esfera S, entonces aX es un punto de la esfera de radio
a, debido a que

[[aX]| = al| X]| = a.

De esta manera, obtenemos todos los puntos de la esfera de radio a. (;Demos-
tracién?) Por tanto, la esfera de radio a se obtiene al estirar la esfera de radio
1, mediante la multiplicacion por a.

Una observacién semejante se aplica a las bolas abierta y cerrada de radios
a, las cuales se obtienen a partir de las bolas abierta y cerrada de radios 1,
mediante la multiplicacion por a.

Disco de radio 1 Disco de radio a

Figura 22

Decimos que un vector E es un vector unitario si [|E|| = 1. Dado cualquier
vector A, sea a = ||A||. Si a # 0, entonces

=5
a

es un vector unitario, dado que
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Decimos que dos vectores A y B (ninguno de los cuales es el vector O) tienen
la misma direccién si existe un niimero ¢ > 0 tal que ¢4 = B. En vista de
esta definicidén, vemos que el vector

1
—A
ll4ll

es un vector unitario en la direccién de A (considerando que A # O).

Figura 23

Si E es un vector unitario en la direccién de A y ||A|| = a, entonces
A=aF.

Ejemplo 4. Sea 4 = (1,2,-3). Entonces |{A|| = v/14. En consecuencia,
el vector unitario en la direccién de A es el vector

P ( 1 2 -3 )
CA\V14 V14 V1)
Advertencia. Hay tantos vectores unitarios como direcciones. Los tres vec-
tores unitarios candnicos en el espacio de 3 dimensiones, a saber,

El —= (11030): E2 = (Os 1:0)) E3 =5 (0}0$ 1)

gon simplemente los tres vectores unitarios en las direcciones de los ejes de co-
ordenadas.

También nos encontramos en posicién de poder justificar nuestra definicién
de perpendicularidad. Dados A ¥ B en el plano, la condicién

A+ Bl = |4 - Bl

(ilustrada en la figura 24(b)) coincide con la propiedad geométrica de que A
debe ser perpendicular a B.
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A |4 - B

.
i

y
l4+B] /
/

Figura 24

Probaremos que: ]

||A+ B|| = }|A— B|| si, ysélosi, A-B=0.

Denotemos con el simbolo <=> la expresién “si, y sélo si,”. Entonces,
14+ Bl = lA-B]| < |4+ BI? =|lA - B}
< A*+24-B+B*=A’-24-B+B?
&= 44-B=0
= A +8 =0
Tsto prueba lo que queriamos.

Teorema de Pitdgoras generalizado. SI 4 y B son perpendiculares entre
si, entonces

1A+ BI* = [|4]* + |IBII*.
En la figura 25 se ilustra el teorema.
A+B

Figura 25

Para probarlo, usamos las definiciones, a saber:
A+ B|?=(A+B)-(A+ B)=A?+2A-B + B?
| = |41 + 112,
ya que, por definicion, A-B=0y A-A=|A|? B-B=|B|*
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Observacién. Si A es perpendicular a B y z es cualquier nimero, entonces
A también es perpendicular a =B, debido a que

A-ztB=rA-B=0.
Ahora emplearemos la nocién de perpendicularidad para deducir la nocién de
proyeccién. Sean A y B dos vectores y B # 0. Sea P el punto sobre la recta

que contiene a 6§, tal que PA es perpendicular a bﬁ, como se muestra en
la figura 26(a).

(a) (b)
Figura 26

Podemos escribir
Pl—eB

para algiin niimero ¢. Queremos encontrar este nimero ¢ de forma explicita en
términos de A y B. La condicién PA | OB significa que
A — P es perpendicular a B,
y como P = ¢B, esto significa que
(A—eB)-B =0,

en otras palabras,
A-B—c¢B-B=)0.

Podemos despejar ¢ y encontramos que A- B = ¢B - B, de manera que

_A-B
=R

c

Reciprocamente, si tomamos este valor de ¢ y luego usamos la distributividad,
al multiplicar escalarmente a A —cB por B se obtiene 0, de manera que A—cB
o8 perpendicular a B. En consecuencia, hemos visto que existe un tinico niimero
¢ tal que A—cB es perpendicular a B,y ¢ estd dado por la férmula anterior.
T ; A-B
Definicién. La componente de A alo largo de B es el niimero ¢ = BB
A-B

La proyecciéon de A alo largo de B es el vector ¢B = BB

.
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Ejemplo 5. Supongamos que
B=E;=(0,...,0,1,0,...,0)
es el i-ésimo vector unitario, donde 1 esta en la i-ésima componente y 0 en todas
las otras componentes.
Si A= (ay,...,an), entonces A - E; = a;.
Por lo que. A - E; es la i-ésima componente ordinaria de A.

En forma mas general, si B es un vector unitario, no necesariamente uno de
los F;, entonces simplemente tenemos que

= A 1
ya que B - B =1, por definjcién de vector unitario. i

Ejemplo 6. Sean A = (1,2,-3) y B = (1,1,2). Entonces la componente
de A alolargo de B es el niimero
primiiem—im 1
BB 68 2
I'n consecuencia, la proyeccién de A a lo largo de B es el vector

tB = (—%,—%,-—1).

Nuestra construccién brinda una interpretacién geométrica inmediata del pro-
ducto escalar. A saber, supongamos que A # O y observemos el angulo ¢ for-
mado entre A y B (Fig. 27). Entonces, segin la geometria del plano, vemos
que

c

ol Bl
cosfl = ——-,
fl4l
o bien, al sustituir el valor de ¢ obtenido con anterioridad,
A B
A-B = ||A||||B|| cos @ v cosf = ———.
12 AT

Figura 27

En algunos tratados sobre vectores, se considera la relacion
A-B=||A]|||B| cos

como definicién del producto escalar. Esta se encuentra sujeta a las siguientes
desventajas, por no decir objeciones:
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(a) Las cuatro propiedades del producto escalar PE 1 hasta PE 4 de ninguna
manera son obvias.

(b) Aun en el espacio de 3 dimensiones, se tiene que confiar en la intuicién
geométrica para obtener el coseno del angulo formado entre A y B, y esta
intuicién resulta menos clara que en el plano. En espacios de dimensién
mayor falla atin maés.

(c) Resulta extremadamente dificil trabajar con tal definicién para lograr pro-
piedades adicionales del producto escalar.

Por tal motivo preferimos establecer fundamentos algebraicos obvios y des-
pués recuperar con gran sencillez todas las propiedades. Empleamos geometria
del plano para ver la expresién

A B =||A||]|B|| cos 8.
Después de estudiar algunos ejemplos, probaremos la desigualdad que nos per-

mite justificar esta férmula en el espacio de n dimensiones.

Ejemplo 7. Sean A = (1,2,-3) y B = (2,1,5). Encuentre el coseno del
ingulo @ formado entre A y B.
Por definicién,
A BN, 248F15 —l11
lAllBI — v14v/30 420

cosf =

Ejemplo 8. Encuentre el coseno del angulo formado entre los dos vectores
— —
anclados P} y PR, donde

P=(1,2,-3), @Q=(-2,1,5), R=(1,1,-4).

La representacion es como la siguiente:

Figura 28

Hagamos
A=Q-P=(-3,-1,8) y B=R-P=(0,-1,-1).

# g . .
Fintonces el angulo formado entre P y PR es el mismo que el formado entre
Ay B. Por tanto, su coseno es igual a

A-B__0+1-8 T
IAINBI ~ V74vE ~ Vidve'

cosf =
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Probaremos propiedades adicionales de la norma y del producto escalar usan-
do nuestros resultados sobre perpendicularidad. Obsérvese primero un caso es-
pecial. Si

E; =8, ..,0,130, . 50)
es el i-ésimo vector unitario de R" |y
A=(a,...,a,),
entonces
A-E;=a;
es la i-ésima componente de A, esto es, la componente de A a lo largo de Ej.

Tenemos que
lai| = yfaf < \fad + - +a =||All,

de manera que el valor absoluto de cada componente de A es igual, a lo més, a
la longitud de A.

No tenemos que trabajar, como lo acabamos de hacer, solamente con el vector
unitario especial. Sea F cualquier vector unitario, es decir, un vector cuya norma
sea igual a 1. Sea ¢ la componente de A a lo largo de E'. Vimos que

c=A-F.
Luego, A — cE es perpendicular a ¥,y
A=A—cE +ckE.

Entonces A—cE también es perpendicular a cE y, por el teorema de Pitagoras,
encontramos que

AP = |4 = cB|f? + ||cEl]* = ||A - cE|[* + ¢
Asi tenemos las desigualdades ¢* < ||A||? v |¢| < ||4)].

En el siguiente teorema generalizamos esta desigualdad para un producto
escalar A - B para el caso en que B no es necesariamente un vector unitario.

Teorema 4.2. Sean A y B dos vectores en R". Entonces
|4 - B| < |IAllIBIl-

Demostracién. Si B = O, entonces ambos miembros de la desigualdad son
iguales a 0, de modo que nuestra afirmacion es obvia. Supongamos que B # 0.
Sea ¢ la componente de 4 alo largo de B, de manera que ¢ = (A - B)/(B - B).
Escribamos

A=A—cB+cB.
Por Pitagoras,
IAI® = |4 = eBI* + |ieB|I* = ||A - eB|I* + ¢*|| BI*
Por tanto, ¢?|[B||* < ||A||*. Pero
(A-B)
(B-B)?

|B||4 R

|| BIJ* = l1Bl? =
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Por consiguiente,
|4- BJ®
1Bl
Para concluir la demostracién, multiplicamos por || B||? y extraemos la raiz cua-
drada.

< [1411%.

Debido al teorema 4.2, vemos que, para los vectores A y B en el espacio de
n dimensiones, el niimero

A-B
1Al Bl]
tiene valor absoluto < 1. En consecuencia
A-B
= s =
y existe un angulo # tnico tal que 0 < @ < 7, y tal que
cosf = A—B
4181

Definimos este dngulo como el dAngulo formado por A y B.

A la desigualdad del teorema 4.2 se le conoce como desigualdad de Schwarz.
Teorema 4.3. Sean A y B vectores. Entonces

4+ Bl < (1Al + |B].
Demostracién. Ambos lados de esta desigualdad son positivos o iguales a 0.

Por tanto, sera suficiente probar que sus cuadrados satisfacen la desigualdad
deseada; en otras palabras,

(A+B)-(A+B) < ([l4] + B|)*.
Para lograrlo, consideremos
(A+B)- (A+B)=A-A+24A-B+ B -B.
En vista de nuestro resultado previo, esta relacién satisface la desigualdad
< (147 +2)| 4l Bl + 1B,
donde esta tltima expresién no es otra cosa que
(1Al + 11811

Nuestro teorema est4 probado.

El teorema 4.3 se conoce como desigualdad del tridngulo. La razén para
esto es que, si dibujamos un tridngulo como el de la figura 29, entonces el teorema

4.3 expresa el hecho de que la longitud de un lado es < que la suma de las
longitudes de los otros dos lados.
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Al

Figura 29

Observacién. En ninguna de las demostraciones se hace uso de coordenadas;
s6lo se emplean las propiedades PE 1 hasta PE 4 del producto escalar. En
consecuencia, siguen siendo validas en situaciones més generales. Vea el Capitulo
VI: En el espacio de dimensién n, nos dan desigualdades que de ninguna manera
son obvias cuando se expresan en términos de coordenadas. Por ejemplo, la
desigualdad de Schwarz, en términos de coordenadas, tiene el siguiente aspecto:

Jasby +++ -+ anba| < (af 4+ aR) BT 4o+ B7)2

Sélo trate el lector de probar esta desigualdad directamente, sin usar la intuicién
“geométrica” de Pitdgoras, y vea hasta donde puede llegar.

Ejercicios I, §4

1. Encuentre la norma del vector A en los siguientes casos,
(a) A=(2,-1), B=(-1,1)
(b) A=(-1,3), B=(0,4)
(c) A=(2,-1,5), B=(-1,1,1)
(d) A=(-1,-2,3), B=(-1,3,—4)
(e) A= (m3,-1), B=(2r,—-3,7)
() A=(15-2,4), B=(m3,-1)

2. En los casos que abarca el ejercicio 1, encuentre la norma del vector B.

3. En los casos que abarca el ejercicio 1, encuentre la proyeccién de A a lo largo de

B.

4. En los casos que abarca el ejercicio 1, encuentre la proyeccién de B a lo largo
de A.

5. Encuentre el coseno del dngulo formado entre los vectores A y B.
(a) A=(1,-2)y B=(53)

(b) A=(=3,4) y B=(2,—1)

(¢) A=(1,-2,3) y B=(-8,1,5)
(d) A=(-2,1,4) y B=(-1,-1,3)
(¢) A=(-1,1,0) y B=(2,1,-1)
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6. Determine el coseno de los dngulos del tridngulo cuyos vértices son
(a) (2,-1,1), (1,-3,-5), (3,—4,—4)
(b) (3,1,1), (-1,2,1), (2,+2,5)

7. Sean Aj,..., A, vectores no nulos que son mutuamente perpendiculares, en otras
1
palabras, A;-A; =0 sl 1# 5. Sean c1, -+, cr niimeros tales que

1Ay - Fc A, =0

Demuestre que todos los ¢; =0,

8. Para cualesquiera vectores A y B, pruebe las siguientes relaciones:
(2) |4+ BJ? +[A= BI? = 2]|A|F +2||BJ]°
(b) [|A+ BJ? = |4l +||BIF +24 - B
(©) llA+B|* - A= BJf =14 B.
Interprete (a) como una “ley del paralelogramo”.

9. Demuestre que, si # es el dngulo comprendido entre A y B, entonces
4= B|* = | AI* + || BI* —2[| 4] | B]] cos .

10. Sean A, B y C tres vectores no nulos. Si A- B = A ., muestre mediante un
ejemplo que no necesariamente resulta que B = C.

I, §5. Rectas paramétricas

Definimos la ecuacién paramétrica o representacién paramétrica de

una recta que pasa por un punto P en la direccién de un vector A # 0 de la
sigulente manera:

X =P+1t4,
donde t recorre todos los niimeros (Fig. 30).

P+td

Figura 30

Al dar tal representacién paramétrica, podemos imaginarnos un insecto que
parte de un punto P en el tiempo ¢+ = 0 y se mueve en la direccién de A.
En el tiempo £, el insecto se encuentra en la posicién P + tA. Asi podemos
interpretar fisicamente la representacién paramétrica como una descripcién del
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movimiento, en la cual A se puede considerar como la velocidad del insecto. En
un determinado tiempo ¢, el insecto se encuentra en el punto

X(@)=P+t4,

que es la posicion del insecto en el tiempo €.

Esta representacién paramétrica también es 1til para describir el conjunto
de puntos que estan en el segmento de recta determinado por dos puntos dados.
Sean P y @ dos puntos. Entonces el segmento determinado por P y () consiste
en todos los puntos

S(t)=P+t(Q—P) donde 0<t<1.

B . S - . . ¥ ==
En realidad, O(Q — P) es un vector que tiene la misma direccién que PQ, tal
como se muestra en la figura 31.

Figura 31

Cuando ¢ = 0, tenemos que S(0) = P, de manera que, en el tiempo ¢t = 0, el
insecto se encuentra en P. Cuando ¢ = 1 tenemos
S1)=P+(@Q@-P)=@Q,

de modo que, cuando ¢ = 1, el insecto se encuentra en . Conforme ¢ va de 0
a 1, el insecto avanza de P a Q.

Ejemplo 1. Sean P = (1,-3,4) y @ = (5,1,—2). Halle las coordenadas
del punto que se encuentra a un tercio del camino de P a Q.

Sea S(t), como se indicd con anterioridad, la representacion paramétrica del
segmento que une a P con Q. El punto deseado es S(1/3), esto es:

S (5) P4 %(Q _P)=(1,-3,4) + %(4,4,—6)

3
7 =5
o (5- ?'2) :
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Advertencia. El punto deseado en el ejemplo que se acaba de ver no esté dado

por
P+Q
g

Ejemplo 2. Encuentre una representacién paramétrica para la recta que
pasa por los dos puntos P = (1,-3,1) vy @ = (—2,4,5).
Primero tenemos que encontrar un vector en la direccidn de la recta. Hagamos

A=P-— Qa
por lo que
A=(3,-7,-4).
Por consiguiente, la representacidn paramétrica de la recta es

X(t) =P +td=(1,-31)+1(3,—7,—=4).

Observacidén. También seria correcto dar una representacidn paramétrica
de la recta de la siguiente manera:

Y({t)=P+1iB donde B=Q-P

Sin embargo, interpretadas en términos del movimiento del insecto, una parame-
trizacidn da la posicién de un insecto que se mueve en una direccion a lo largo de
la recta, a partir de P en el tiempo t = 0, mientras que la otra parametrizacién
da la posicidn de otro insecto que se mueve en la direccién opuesta a lo largo
de la recta, partiendo también de P en el tiempo t = 0.

Ahora estudiaremos la relacién que hay entre una representacién paramétrica
y la ecuacién ordinaria de una recta en el plano.

Suponga que trabajamos en el plano y escriba las coordenadas de un punto
X como (z,y). Sean P = (p,q) y A = (a,b). Entonces, en términos de las
coordenadas, podemos escribir

z =p+ta, v =q+ b
De modo que podemos eliminar ¢ y obtener la ecuacién usual que relaciona a z

yuy.

Ejemplo 3. Sean P = (2,1) y A = (-1,5). Entonces la representacién
paramétrica de la recta que pasa por P en la direccién de A nos da

(*) r=2-—1t, y=1+45¢.
Al multiplicar por 5 la primera ecuacién y al sumar se obtiene
(k) br+y=11,

que es la conocida ecuacién de una recta.
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Esta eliminacién de ¢ muestra que toda pareja (z,y) que satisface la repre-
sentacién paramétrica (*) para algin valor de ¢ también satisface la ecuacidn
(*+). Reciprocamente, suponga que tenemos una pareja de nimeros (z,y) que
satisface (#*). Sea t =2 — z. Entonces

y=11-52=11-5(2—1) =1+ 5¢.
En consecuencia, existe algin valor de ¢ que satisface la ecuacién (*). Por
tanto, hemos probado que las parejas (z,y) que son soluciones de (**) son
exactamente las mismas parejas de nimeros que aquellas que se obtienen al
dar valores arbritrarios a t en (). Asi, la recta se puede describir en forma
paramétrica como en (%) o en términos de su ecuacion usual (++). Al comenzar
con la ecuacién ordinaria
b+ y =11,

hacemos t = 2 — z con el objeto de recuperar la parametrizacién especifica de

(*).
Cuando parametrizamos una recta en la forma
X =PtA,

tenemos, por supuesto, una infinidad de posibilidades para escoger P en la
recta y también una infinidad de posibilidades para escoger A, difiriendo en un
multiplo escalar. Siempre podemos seleccionar al menos uno. A saber, dada una
ecuacion
ax + by = ¢,
donde a, b y ¢ son niimeros, supongamos que @ # 0. Usemos y como pardmetro
y hagamos
y=t.
Entonces podemos despejar z, a saber,
c b

T = —— gk
a a

Sean P = (¢/a,0) y A = (=b/a,1). Vemos que un punto arbitrario (z,y) que
satisface la ecuacién
ar+by=c
se puede expresar en forma paramétrica, a saber,
() = PHitA;
En dimensiones mds grandes, al comenzar con una representacion parametrica

X = P +1A4,

no podemos eliminar t y, por tanto, la representacion paramétrica es la tnica
disponible para describir una recta,
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Ejercicios I, §5

1. Encuentre una representacién paramétrica para la recta que pasa por las siguientes
parejas de puntos.
(a) PA=(1,3,-1)y P, =(—4,1,2)
(b) Pp=(-1,5,3) y P, = (—2,4,7)
Encuentre una representacién paramétrica para la recta que pasa por los siguientes
puntos.

2. (1,1,-1) ¥y (-2,1,3) 3. (-1,5,2) vy (3,-4,1)
4. Sean P =(1,3,-1) y Q@ = (—4,5,2). Determine las coordenadas de los signientes
puntos:

(2) El punto medio del segmento de recta que une a P con Q.

(b) Los dos puntos de este segmento de recta que se encuentran a un tercio y a dos
tercios del camino de P a Q).

(c) El punto que esti a una quinta parte del camino de P a Q.

(d) El punto que se encuentra a las dos quintas partes del camino de P a Q.

5. 81 P y @ son dos puntos arbitrarios del espacio de n dimensiones, dé la férmula
general para el punto medio del segmento de recta determinado por P y @.

I, §6. Planos

En el espacio de 3 dimensiones podemos describir planos mediante una ecuacién
analoga a la ecuacién sencilla de la recta. Procedemos de la siguiente manera:

2
P+N

Figura 32

Sea P un punto en el espacio de 3 dimensiones y consideremos un vector
anclado ON . Definimos el plano que pasa por P que es perpendicular a
ON como la coleccion de todos los puntos X tales que el vector anclado PX
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- oo 4 LR -
es perpendicular a ON . Conforme a nuestras definiciones, esto equivale a la
condicién

(X - P)-N =0,

que también se puede escribir como

X-N=P:-N.

También diremos que éste es el plano perpendicular a N y que consta de todos
los vectores X tales que X — P es perpendicular a N. En la figura 32 hemos
dibujado una situacién tipica en el espacio de 3 dimensiones.

Ademis de decir que N es perpendicular al plano, también se dice que N
es normal al plano.

Sea ¢t un mimero # 0. Entonces el conjunto de los puntos X tales que

(X-P)-N=0
coincide con el conjunto de los puntos X tales que
(X =P)-tN =0.

Por tanto, podemos decir que nuestro plano es aquel que pasa por P y es per-
pendicular a la recta en la direccién de N. Para hallar la ecuacién del plano,
podriamos usar cualquier vector tN (con t # 0) en lugar de N.

Ejemplo 1. Sean
P=(21,-1) y N=(-1,13).
Sea X = (z,y,2). Entonces
X -N=(-Dz+y+3z

Por consiguiente, la ecuacién del plano que pasa por P y es perpendicular a N
es

—rz+y+32=-24+1-3,

o bien,
—z+y+3z=-4.

Observe que en el espacio de 2 dimensiones, donde X = (z,y), las férmulas
conducen a la ecuacién de la recta en el caso ordinario.

Ejemplo 2. La ecuacién de la recta en el plano (z,%), que pasa por (4,~3)
y que es perpendicular a (—5,2), es

—br + 2y = —20— 6 = —26.

Nos encontramos ahora en posicién de interpretar los coeficientes (—5,2) de
r y y que aparecen en esta ecuacion. Estos coeficientes dan origen a un vector
perpendicular a la recta. En cualquier ecuacién

ar+by=-c
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el vector (a,b) es perpendicular a la recta determinada por la ecuacién.
En forma aniloga, en el espacio de 3 dimensiones, el vector (a,b,¢) es perpen-
dicular al plano determinado por la ecuacidn

ar+by+cz=d.

Ejemplo 3. El plano determinado por la ecuacion
20—y+32=5
es perpendicular al vector (2,—1,3). Por supuesto, si queremos encontrar un
punto en ese plano, tenemos muchas opciones. Podemos dar valores arbitrarios
azyayyluego despejar z. Para obtener un punto en concreto, hagamos
z=1,y y=1. Luego despejemos z, a saber,
S2=5—241=4
de manera que z = %. Asi,
T
es un punto en el plano.

En el espacio de n dimensiones se dice que la ecuacién X - N =P - N es la
que corresponde a un hiperplano. Por ejemplo,

3ze—y+z+2w=>5H
es la ecuacién de un hiperplano en el espacio de 4 dimensiones que es perpendi-
cular a (3,-1,1,2).

Se dice que dos vectores, A y B, son paralelos si existe un niimerc ¢ # (0 tal
que cA = B. Se dice que dos rectas son paralelas si, dados dos puntos distintos
entre si Py, @), de la primera recta y Ps, Q2 de la segunda, los vectores

P—
y

Py — Qs
son paralelos.

Se dice que dos planos son paralelos (en el espacio de § dimensiones) si
sus vectores normales son paralelos. Se dice que son perpendiculares si sus

vectores normales son perpendiculares. Se define el angulo formado entre dos
planos como el angulo formado por sus vectores normales.

Ejemplo 4. Encuentre el coseno del angulo 8 formado entre los planos
2¢ — y+ z =0,
z+ 2y—2=1.
Este coseno es el que corresponde al dangulo formado entre los vectores.
A=(2,-1,1) y B=(1,2,-1).
Por consiguiente,
A-B 1
ABI - 6

cosf =
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Ejemplo 5. Sean
Q =il 1,1} y P=(1,-1,2).
Sea
N=(1,23)
Encuentre el punto de interseccién de la recta que pasa por P en la direccion de
N, con el plano que pasa por @ y que es perpendicular a N .

La representacién paramétrica de la recta que pasa por P en la direccién de
N es

(1) X=P+1tN.
La ecuacién del plano que pasa por ¢ y que es perpendicular a N es
(2) (X-Q)-N=0.

Podemos representar la recta y el plano de la manera siguiente:

Figura 33

Debemos encontrar el valor de ¢ tal que el vector X de (1) también satisfaga
(2), esto es,
(P+IN—Q)-N =0,

o bien, después de usar las reglas del producto interior,
(P-Q)-N+tN .N=0.
Al despejar t se obtiene

,_@-P-N_1
- NN 14

por lo que el punto de interseccion deseado es

P+iN=(1,-1,2)+ £(1,2,3) = (4, -1 &)
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Ejemplo 6. Encuentre la ecuacién del plano que pasa por los tres puntos
siguientes:

P1=(1a21_1): P2=(_171:4): P3=(1:37_2)'

Representamos en forma esquemdtica los tres puntos de la manera siguiente:

Py
P3

o

Figura 34

Luego encontramos un vector N perpendicular a Py P, y P;P3; o, en otras
palabras, perpendicular a P, — P, ¥y P3 — P;. Tenemos que

Py — P, = (-2,-1,45),
Ps— P =(0,1,-1).
Sea N = (a,b,¢). Debemos resolver
N-(Bb-PR}=0 y N-(Pg—P)=0,

en otras palabras,

—2a—b+5¢=0,
b—c=0.
Tomemos b = ¢ =1 y despejemos a; se obtiene ¢ = 2. Entonces
= G2l

satisface nuestros requerimientos. El plano perpendicular a N que pasa por P,
es el plano deseado. Por consiguiente, su ecuacién es X - N = Py - N, esto es,

Qe +y+z=24+2-1=3.

Distancia entre un punto y un plano. Considere un plano definido por
la ecuacidn

(X -P).-N=0,

y sea @ un punto arbitrario. Queremos encontrar una férmula para la distancia
entre ) y el plano; con esto queremos decir la longitud del segmento desde @
hasta el punto de interseccién de la recta perpendicular al plano que pasa por
(), tal como se muestra en la figura. Llamemos @' a este punto de intersecciédn.
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Figura 35

Por geometria, tenemos:

longitud del segmento QQ’ = longitud de la proyeccién de QP sobre QQ’.

Podemos expresar la longitud de esta proyeccién en términos del producto in-
terior de la manera siguiente. Un vector unitario en la direccién de N, que es
perpendicular al plano, estd dado por N/||N||. Entonces ’

longitud de la proyeccién de QP sobre QQ
= norma de la proyeccién de @ — P sobre N/||N||

1.
[1v]]

(Feaif]y

Esta también se puede escribir en la forma:

(@-P) NI

distancia entre @ y el plano =
Il

Ejemplo 7. Sean
& =0 3.8 P=(-1,1,7) ¥ N =(-1,1,-1).
La ecuacién del plano es
—r+y—z=-b5.
Encontramos que ||N|| = /3,
Q-P=(22-2) y (@Q@-P)-N=-2+2+2=2
Por tanto, la distancia entre @ y el plano es igual a 2/\/3_,
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Ejercicios I, §6

1. Demuestre que las rectas 2z 43y =1 y 5z — 5y = 7 no son perpendiculares entre
si.

2. 8ean y = mz +b y y = m'z 4 ¢ las ecuaciones de dos rectas en el plano. En-
cuentre vectores perpendiculares a estas rectas. Demuestre que estos vectores son
perpendiculares entre ellos si, y sélo si, mm’' = —1.

Encuentre en el espacio de 2 dimensiones la ecuacién de la recta perpendicular a N y
que pasa por P, para los siguientes valores de N y P.

3. N=(1,-1), P=(-5,3) 4. = (-5,4), P=(3,2)
5. Demuestre que las rectas
3z — 5y =1, 2043y =5
no son perpendiculares entre si.

6. ;Cuales de las siguientes parejas de rectas son perpendiculares entre si?
(a) 3z —5y=1y 2z+y=2 ;
(b) 26 +Ty=1yz—y=5
(c) 3z —5y=1y 5z +3y="7T
(d) —z+y=2yz+y=9
7. Encuentre la ecuacién del plano perpendicular al vector N dado vy que pasa por el
punto P dado.
(a) N=(1,-1,3), P=(4,2,-1)
(b) N=(-3-2,4), P=(2,x,-5)
(¢) N=(-1,0,5), P=(2,3,7)

8. Encuentre la ecuacién del plano que pasa por los signientes tres puntos.
(a) (2,1,1), (3,-1,1), (4,2,-1)
(b) (_2! 3’ _1)1 (2: 21 3): (_47 _1: 1)
(€) (-5,~-1,2), (1,2,-1), (38,-1,2)

9. Encuentre un vector perpendicular a (1,2,—3) y (2,-1,3), y otro vector perpen-
dicular a (-1,3,2) ya (2,1,1).

10. Encuentre un vector paralelo a la recta de interseccién de los dos planos
28 —y+z=1, Iz +y+z=2.

11. La misma pregunta que en el ejercicio anterior, pero ahora para los planos
2r+y+52=2 3z —2y+2=3.

12. Encuentre una representacién paramétrica para la recta de interseccién de los planos
de los ejercicios 10 y 11.

13. Encuentre el coseno del dngulo formado entre los siguientes planos:

(a) z4+y+2z=1 (b) 2z+3y—2=2
r—y—2z2=235 r—y+z=1
(¢) z4+2p—2z=1 (d) 2z+y+2=3

—eJyt =2 —T—=ytr=mn
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14.

15.

16.

Vectores [I, §6]

(a) Sean P = (1,3,5) y A=(-2,1, 1). Encuentre la interseccién de la recta que
pasa por P en la direccién de A y el plano 22 +3y—2z=1.
(b) Sea P = (1,2,—1). Encuentre el punto de interseccién del plano

3r—4y+z2=2,
con la recta que pasa por P, perpendicular al plano.

Sean Q = (1,-1,2), P = (1,3,-2) y N = (1,2,2). Encuentre el punto de
interseccién de la recta que pasa por P en la direccién de N y el plano que pasa
por @ perpendicular a N.

Encuentre la distancia entre los puntos y los planos que se indican.
(a) (1,1,2) y 3s +y — 5z =2

(b) (-1,3,2) y 2z —dy+2z=1

{(c) (3,—2,1) y el plano yz

(d) (—3,-2,1) y el plano y=z




CAPITULO  |I

Matrices y
ecuaciones lineales

El lector ya ha trabajado con ecuaciones lineales en sus cursos elementales. Las
ecuaciones lineales simplemente son como las signientes:

2e+y+ z=1,
Sz —y+ Tz =0.

El lector aprendié a resolver tales ecuaciones mediante la eliminacién sucesiva
de las variables. En este capitulo revisaremos la teoria de dichas ecuaciones,
trabajando con ecuaciones en n variables e interpretando los resultados desde
el punto de vista vectorial. Se dardn algunas interpretaciones geométricas de las
soluciones de las ecuaciones.

El primer capitulo se emplea muy poco en esta parte y se puede omitir por
completo si tan sélo se conoce la definicién de producto escalar entre dos n-
tuplas. La multiplicacién de matrices sera formulada en términos de tal producto.
Sin embargo, una interpretacién geométrica de las soluciones de ecuaciones ho-
mogéneas se basara en el hecho de que el producto escalar entre dos vectores es
igual a 0 si, y sélo si, los vectores son perpendiculares entre si, de manera que, si
el lector esta interesado en esta interpretacidn, debera consultar la seccién donde
se explica este hecho en el Capitulo I.

I1, §1. Matrices

Consideremos una nueva clase de objetos, las matrices.
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Sean n y m dos enteros > 1. Un arreglo de nimeros

a1l a2 a3 Ain
@91 @G2p @23 - Oan
Gm1 Um2 @m3 *° Amn

se conoce como matriz. Podemos abreviar la notacion para esta matriz ex-
preséndola como (a;;), i=1,....my j=1...,n Decimos que es una matriz
de m por n, o bien que es una matriz de m x n. L.a matriz tiene m renglones
y n columnas. Por ejemplo, la primera columna es

ail
az

Am1
y el segundo renglén es (as1, azz, - -- ,@2n) . Decimos que a;; es la entrada i3
ola componente ij de la matriz.

Vea de nuevo el Capitulo I, §1. El ejemplo del espacio de 7 dimensiones
tomado de la economia da lugar a una matriz (e;;) de 7x 7 (4,5 =1,... £
si definimos ¢;; como la cantidad que la i-ésima industria gasta en la j-ésima
industria. De modo que, manteniendo la notacién de ese ejemplo, s1 ags =
50, esto significa que la industria automotriz compré a la industria quimica 50
millones de délares de materias primas durante un afio determinado.

Ejemplo 1. La siguiente es una matriz de 2 x 3:

11 =2
-1 4 -5

Tiene dos renglones y tres columnas.
Los renglones son (1,1,-2) y (—1,4,—5). Las columnas son

(1) () &)

Por tanto, los renglones de una matriz se pueden considerar como n-tuplas y las
columnas como m-tuplas verticales. Una m-tupla vertical también se conoce
como vector columna.

Un vector (21,...,Z,) €s una matriz de 1 x 7. Un vector columna

L1

Tn
es una matriz de n x 1.

Cuando expresamos una matriz en la forma (a;;), ¢ denota el renglén y j la
columna. De esta manera, en el ejemplo 1 tenemos

ay] = 1, a23:—5.
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Un nimero individual (a) se puede considerar como una matriz de 1 x 1.

Sea (ai;), ¢ =1,...,m y j = 1,...,n, una matriz. Si m = n, entonces
decimos que es una matriz cuadrada. Asi,
s 1 -1 5
s y L 1
3 1 -1

son matrices cuadradas.
Definimos la matriz nula como aquella en la que a;; = 0 para todos i y j,
¥ cuyo aspecto se muestra en seguida:

000 -0
0006 -+ 0
000 ---0

La representaremos con . Observemos que hasta ahora nos hemos encontrado
con el niimero cero, con el vector nulo y con la matriz nula.

Ahora vamos a definir la adicién de matrices y la multiplicacién de matrices
POr numeros.

Definimos la adicién de matrices sélo cuando tienen el mismo tamafio. Asi,
sean m y n enteros fijos > 1. Sean A = (ay;) y B = (b;;) matrices de m x n.
Definimos la matriz A + B como aquella cuya componente en el renglén i y la
columna j es a;; +b;; . En otras palabras, sumamos matrices del mismo tamaifio,
componente a componente.

Ejemplo 2. Sean
{1 a1 (51 -1
A‘(2 3 4) ¥ B‘(z 1 —1)

6 0 -1
a+m=(5 3 73)
Si tanto A como B son matrices de 1 X n, esto es, n-tuplas, entonces obser-

vamos que nustra adicién de matrices coincide con la adicién que hemos definido
en el Capitulo I para n-tuplas.

Entonces

Si O es la matriz nula, entonces para cualquier matriz A (del mismo
tamaiio, por supuesto), tenemos que O+ A=A+ 0 = A.

Esto se puede verificar en forma trivial. Ahora definiremos la multiplicacién
de una matriz por un nimero. Sean ¢ un nimero y A = (a;;), una matriz.
Definiremos c¢A como la matriz cuya componente ij es ca;;. Escribimos

cA = (ea;).

Asi pues, multiplicamos cada componente de A por c.
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Ejemplo 3. Sean A y B como en el ejemplo 2. Sea ¢ = 2. Entonces

2 -2 0 10 2 -2
2A“(4 6 8) y 23‘(4 2 -2)'

Tenemos también que

na=-a= (5 5 )

En general, para cualquier matriz A = (a;;) representamos con —A (menos A)
la matriz (—ai;). Como tenemos la relacién a;; —a;; = 0 para nimeros, también
obtenemos la relacién

A+(-A4)=0

para matrices. También se conoce la matriz —A como inversa aditiva de A,

Definimos otra nocién relacionada con una matriz. Sea A = (a;;) una matriz
de m x n. La matriz B = (bj;) de n x m tal que bj; = a;; se conoce como
transpuesta de A, y se denota también con '4. FEl transponer una matriz
equivale a intercambiar renglones por columnas y viceversa. Si A es la matriz
que aparece al principio de esta seccion, entonces 'A es la matriz

a11 a1 @31 Omi
a1z Qg Q432 ' CGm2
Aip Q2n Q3n " CGmn

Consideremos un caso particular:

2 1
8i = 210 | entonces 'A={1 3
1 3 5 0 5

Si A= (2,1,—4) es un vector renglén, entonces

2
=1 I
—4
es un vector columna.
Una matriz A que es igual a su transpuesta, esto es, A = t4  se conoce como
simétrica. Dicha matriz necesariamente es una matriz cuadrada.

Observacién sobre la notacién. He escrito el signo de transposicién a la
izquierda debido a que en muchas situaciones se considera la inversa de una ma-
{riz y se escribe A™!, y entonces resulta mds sencillo escribir 4= que (A7)t o
que (A')~! las que, de hecho, son iguales. No ha habido consenso en la comuni-
dad matemdtica con respecto a dénde se debe colocar el signo de transposicion,
#i o la derecha o a la izquierda,
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Ejercicios II, §1

Tz 3 -1 & =2
A_(—l 0 2) y B‘( 11 —1)‘

Encuentre A+ B, 3B, —2B, A+2B, 2A+ B, A- B, A—-2B, B-A.

() 5 (2 )

Encuentre A+ B, 3B, —2B, A+2B, A-B, B—A.

1. Sean

2. Sean

3. (a) Escriba los vectores renglén y los vectores columna de las matrices A y B del
ejercicio 1.

(b) Escriba los vectores renglén y los vectores columna de las matrices 4 y B del
ejercicio 2.

4. (a) En el ejercicio 1, encuentre *A y *B.
(b) En el ejercicio 2, encuentre *A y 'B.

5. 51 A y B son matrices arbitrarias de m x n, demuestre que
‘(A+B)="4+'B.
6. Si ¢ es un niimero, demuestre que *(cA) = ¢'A.

7. 8i A = (@i;) es una matriz cuadrada, entonces los elementos a;; se denominan
elementos diagonales. ;En qué difieren los elementos diagonales de A y ‘A7

8. En el ejercicio 2, determine *(A+ B) y ‘A +'B.
9. En el ejercicio 2, determine A+'4 y B+ 'B.
10. (a) Demuestre que, para cualquier matriz cuadrada, la matriz A + ‘A es simétrica.
(b) Se dice que una matriz A es antisimétrica si *A = —A. Demuestre que, para

cualquier matriz cuadrada A, la matriz 4 — *A es antisimétrica.
(c) Si una matriz es antisimétrica, ;qué puede usted decir acerca de sus elementos

diagonales?
11. Sean
Ey =(1,0,...,0), E:= (ONL-0, B0): o s B F =0 )
los vectores unitarios candnicos de R". Sean zi,...,T, nimeros. iQué es

1B + -+ £, F, 7 Demuestre que, si

£1E1+"'+$nEﬂ=o,

entonces x; = 0 para todo 1.
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II, §2. Multiplicacion de matrices

Definiremos ahora el producto de matrices. Sea A = (a;;), i = 1,...,m ¥y
§=1,...,n, unamatrizde mxn. Sea B= (b;z),i=1,...,nyseak=1,...,s
una matriz de n X s:

@11 e Ain bll o b]_;
Am1 rrr Qnn bnl - bns
Definimos el producto AB como la matriz de m X s cuya coordenada ik es
n
Z aiibix = aibix + aisbar + - - + Ginbng-
j=1

Si Aj,..., A son los vectores renglén de la matriz 4, y si BY,..., B* son los

vectores columna de la matriz B, entonces la coordenada ik del producto AB
es igual a 4; - B¥. Asi,

Ay B el Ay B2
AB:( )
Ap =B = | 7B

La multiplicacién de matrices es, por consiguiente, una generalizacién del pro-
ducto interior.

Ejemplo. Sean

3 4
A:(i é g), B=]=1™].
2 g

Entonces AB es una matriz de 2 X 2 y los calculos muestran que
3 4
el b _ (15 15
AB‘(l 3 2) ("é ?)—( 4 12)'

Ejemplo. Sea
1 3
¢4 (—1 —1>‘

Sean A y B como en el gjemplo 1. Entonces

er(ri At
o= (13 9 1) =(2 %),

Calcule (AB)C. ;Qué encontrd?
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Si X == (z1,...,2m) es un vector renglén, es decir, una matriz de 1 x m,
entonces podemos formar el producto X A, el cual tiene el siguiente aspecto:
a3 - Qin
{255 o Ton ) =(Y1,---2Yn),
mi 't Gmn

donde

Yr = Z101k + -+ -+ ZmGmk-
En este caso, X A es una matriz de 1 x n, es decir, un vector renglén.
Por otra parte, si X es un vector columna,

T
X =
Tn

entonces AX =7V, donde Y también es un vector columna, cuyas coordenadas
estin dadas por

n

vi = Zaijﬂfj =ap®1+ -+ Ainln.
i=1
La multiplicacién AX =Y tiene el siguiente aspecto:

11 -+ Qdlp Iy vi

Im1 - Gmn Tn Ym

Ejemplo. Ecuaciones lineales. Las matrices brindan una manera cémoda
de escribir ecuaciones lineales. El lector seguramente ya ha trabajado con siste-
mas de ecuaciones lineales. Por ejemplo, una ecuacién como:

Jr—2y+3z2=1,
con tres inecdgnitas z, y, z. O bien un sistema de dos ecuaciones con tres

incégnitas
Jz — 2y + 32 =1,
(+) _
—z + Ty — 4z = —b.
En este ejemplo formamos la matriz de los coeficientes

3 o=0 3
T (—1 7 —4) ’
Sea B el vector columna de los niimeros que aparecen en el miembro derecho

del sistema, es decir
1
5=(1)
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Sea el vector de las incégnitas el siguiente vector columna:

xT
X=1w
z

Fntonces se percibe que el sistema de dos ecuaciones simultdneas se puede escribir
en la siguiente forma:

AX = B.

Ejemplo. La primera ecuacién de (*) representa la igualdad de las primeras
componentes de AX y de B, mientras que lasegunda ecuacién de (%) representa
la igualdad de las segundas componentes de AX y de B.

En general, sea A = (a;;) una matriz de m x n y sea B un vector columna

de tamafio m. Sea
Ty

T3
X =
Tn
un vector columna de tamafio n. Entonces el sistema de ecuaciones lineales
anzy +-o+ @1a%n = b,

ag1®1 + o+ QonEn = by,

Gm1T1 ++ CunTn = b

se puede escribir de la siguiente manera, que es mds eficiente:

AX =B,

debido a la definicién de multiplicacién de matrices. Més adelante vere-
mos cémo resolver tales sistemas. Decimos que hay m ecuaciones y n
incégnitas o n variables.

Ejemplo. Matrices de Markov. A menudo se puede emplear una matriz

para representar una situacion practica. Consideremos tres ciudades, digamos
Los Angeles, Chicago y Boston, que denotamos con LA, Ch y Bo. Supongamos
que, en cualquier afio dado, algunas personas salen de una de estas ciudades para
ir a alguna de las otras. El porcentaje de las personas que salen y llegan estd
dado de la manera siguiente, por aho:

LA va a Bo y LA va a Ch.
Ch va a LA y Ch va a Bo.
Bo vaa LA ¥ %Bo va a Ch.

D= A A

Sean &n, ¥n ¥ 2n las poblaciones de LA, Ch y Bo, respectivamente, en el ano n.
Entonces podemos expresar la poblacién en el afio n+ 1 de la siguiente manera.
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En el afio n + 1, 41 de la poblacién de LA sale para Boston y % sale para
Chicago. La fraccién total que sale de LA durante el afio es, por consiguiente,

1., 0.l
it7= %
En consecuencia, la fraccién total que permanece en LA es

1— 4l — 17
28 — 28"

Por tanto, la poblacidén de. LA en el afio n+1 es
Epy1 = ;—Ezn -+ %yn + %zn.
En forma analoga, la fraccién que sale de Chicago cada afio es
e

de manera que la fraccién que permanece en ese lugar es 1—'75 Por dltimo, la

fraccién que sale de Boston cada afio es
O 1
st &= 2
de manera que la fraccién que permanece en Boston es %. Asi,
| 7 1
Ynt1 = 7Tn + 189n < g2n,
. 1 17
Zntl = 3Tn + FYn + 3520

Sea A la matriz

A=

b=
S R [ e

e R
15 i o

Entonces podemos describir en forma mds simple el cambio de poblacién me-
diante la expresién

Xpid =AXy donde Do

Zn

El cambio de X, a X, 41 se conoce como proceso de Markov. Este se debe a
la propiedad especial de la matriz A, cuyas componentes son todas > 0 y tales
que la suma de todos los elementos de cada columna es igual a 1. Una matriz
asi recibe el nombre de matriz de Markov.

S1 A es una matriz cuadrada, entonces podemos formar el producto A4, que
serd una matriz cuadrada del mismo tamafio que A. Se denota con A4%. En
forma analoga, podemos formar A3, A* y, en general, A" para cualquier entero
positivo n. Por tanto, A™ es el producto de A consigo misma n veces.

Podemos definir la matriz unitaria de n x n como la matriz que tiene todas
las componentes diagonales iguales a 1 y todas las demds componentes iguales a
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0. Asi, la matriz unitaria de n X n, denotada con T, tiene el siguiente aspecto:

10 0 -+ 0
010 --- 0
0 o1 .. 0
s : & ;
0 0 O 1 0
0o 00 --- 1

Entonces podemos definir A® = I (la matriz unitaria del mismo tamano que A).
Observe que, para cualesquiera dos enteros r y s = 0, tenemos la relacién usual
ArAs — AsAr s Ar-!—s-

Por ejemplo, en el proceso de Markov descrito anteriormente, podemos expresar

el vector de poblacién en el afio n+ 1 de la siguiente manera:

Kng1= a” X1,
donde X es el vector de poblacién en el primer afio.

Advertencia. No siempre es cierto que AB = BA. Por gjemplo, calcule
AB y BA en el siguiente caso:

4=( 1) =00 )

Encontrara dos valores diferentes, Esto se expresa diciendo que la multiplicacion
de matrices no necesariamente es conmutativa. Desde luego, en algunos casos es-
peciales, si tenemos que AB = BA. Por ejemplo, las potencias de A conmutan,
es decir, tenemos que A”A* = A®AT, tal como se indico antes.

Probemos ahora otras propiedades basicas de la multiplicacidn.

Ley distributiva. Sean A, B y C matrices. Supongamos que A y B se
pueden multiplicar entre si, que A y C se pueden multiplicar entre si y que B
y C se pueden sumar. Entonces A y B+ C' se pueden multiplicar entre sf, y
tenemos que

A(B+ C)= AB + AC.

Si x es un nimero, entonces
A(zB) = z(AB).

Demostracién. Sea A; el i-ésimo renglon de A y sean B* y CF las k-ésimas
columnas de B y C, respectivamente. ... Entonces k-ésima columna de B+ C
es B* + CF. Por definicién, la componente ik de A(B + C) es A; - (B* + C*).
Como

A; - (B¥ +C*) = A;- BF + A; - CF,
se infiere nuestra primera afirmacién. Con respecto a la segunda, observe que la
k-ésima columna de zB es £B*. Como
A; -z B¥ = 2(4; - B¥),

ge infiere nuestra segunda afirmacién.
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Ley asociativa. Sean A, B y C matrices tales que A y B se pueden
multiplicar entre si y que B y C se pueden multiplicar entre si. Entonces A y
BC se pueden multiplicar entre si. Lo mismo sucede con AB y C y tenemos

(AB)C = A(BC).

Demostracién. Sea A = (a;;) una matriz de mxn; sea B = (b;;) una matriz
de n x r y sea C = (c) una matriz de r x s. El producto AB es una matriz
de m x r, cuya componente ik es igual a la suma

@i1big + aizbak + -+ + ainbay.
Abreviaremos esta suma mediante el empleo de nuestra notacién 3 escribiendo

i
E a;-jbjk.
=

Por definicién, la componente il de (AB)C es igual a

r 1 ¢ i n

Z Zaijbjk Crl = Z Zaijbjkckr

=l J=1 k=l | 3=
La suma que aparece a la derecha de la ignaldad tambien se puede describir
como la suma de todos los términos

Z aijbixcrr,
donde j y k varian sobre todos los enteros 1 < j < ny 1<k < r, respectiva-
mente.
Si hubiéramos comenzado con la componente jl de BC y luego hubiéramos
calculado la componente il de A(BC), habriamos encontrado exactamente la
misma suma, probando de esa manera la propiedad deseada.

Las propiedades anteriores son muy similares a las de la multiplicacién de
numeros, excepto que no se cumple la ley conmutativa.

También podemos relacionar la multiplicacién con la transpuesta:

Sean A y B matrices de un tamario tal que AB esta definida. Entonces

*(AB) ='B'A.

En otras palabras, la transpuesta del producto es igual al producto de las

transpuestas en orden Inverso.

Demostracidn. Sea A = (a;;) y B = (b;1). Entonces AB = C = (ei1),

donde
cip = @inbig + -+ Qinbnk

. = bipain + -+ bnktin.

1 o o (B tmri  afod)
Sean ‘A = (a};), 'B = (b};) ¥y 'C = (c};). Entonces

! — .. .‘ — . ! — .
aji e CI,;,, bk‘j =05k, Ck.'j = Cik.
in consecuencia, podemos escribir la relacidon anterior como sigue:
Y ro
Chs = brag + -+ bpaang,

lo que muestra que 'C' = 'B'4, tal como se deseaba.
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Ejemplo. En lugar de escribir el sistema de ecuaciones lineales AX = B en
términos de vectores columna, podemos escribirlo considerando las transpuestas,
lo que da por resultado

Wi s D,

Si X y B son vectores columna, entonces ‘X y ‘B son vectores renglén. A veces
conviene reescribir el sistema de esta manera.

A diferencia de la divisién entre nimeros no nulos, no podemos dividir
entre una matriz, como tampoco podemos dividir entre un vector (n-tupla).
En ciertas circunstancias, podemos definir una inversa de la siguiente manera.
Esto lo hacemos sélo para matrices cuadradas. Sea A una matriz de n xn. Una
inversa de A es una matriz B tal que

AB=BA=1

Puesto que multiplicamos A por B en ambos lados, la tinica manera de que esto
tenga sentido es que B también sea una matriz de n x n. Algunas matrices no
tienen inversas. Sin embargo, si existe una inversa, entonces existe sélo
una (decimos que la inversa es tinica, o que estd determinada en forma
tnica por A). Esto es facil de probar. Supongamos que B y C son inversas
de A, de manera que

AB=BA=1 v AC =CA =L
Multipliquemos la ecuacién BA = I ala derecha por C'. Entonces
BAC=IC=C

y hemos supuesto que AC = I, de manera que BAC = BI = B. Esto prueba
que B = C. A laluz de lo anterior, denotamos la inversa con

AL,

Entonces A~! es la tinica matriz que

AlA=I 'y AA =1

Mas adelante probaremos que, si A y B son matrices cuadradas del mismo
tamafio tal que AB = I, entonces se infiere que también

BA=1.

En otras palabras, si B es una inversa por la derecha de A, entonces también
¢s una inversa por la izquierda. De momento, el lector puede suponer esto. Asi,
cuando verifique que una matriz es la inversa de otra, sélo necesita hacerlo por
un lado.

También encontraremos mds adelante una manera de calcular la inversa,
enando exista, lo que puede ser un asunto tedioso.
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Sea ¢ un niimero. Entonces la matriz

c 0 e 0

0 ¢ O 0
cdd=1. !

0 el . B ¢

que tiene componente ¢ en cada entrada diagonal y 0 en las demds entradas, se
conoce como matriz escalar. También la podemos escribir como ¢f, donde [
es la matriz unitaria de n x n. Véase el ejercicio 6.

Como una aplicacién de la férmula para la transpuesta de un producto, ve-
remos ahora que:

La transpuesta de una inversa es la inversa de la transpuesta, esto es
t(A—l) - (tA)—l‘
Demeostracién. Consideremos la transpuesta de la relacién AA~! = I. En-
tonces, por la regla para la transpuesta de un producto, obtenemos

t(A—l)tA - tI = F
porque I es igual a su propia transpuesta. Del mismo modo, al aplicar la trans-
puesta a la relacién A='A4 = I se obtiene

AHARY ==t
Por tanto, *(A1) es una inversa de *4, como se queria mostrar.
En vista de este resultado, se acostumbra emitir los paréntesis y se escribe
tA—l
para representar la inversa de la transpuesta, la que, segiin hemos visto, es igual

a la transpuesta de la inversa.

Finalizamos esta seccién con un ejemplo importante de multiplicacion de
matrices.

Ejemplo. Rotaciones. Un tipo especial de matrices de 2 X 2 representa
rotaciones. Para cada nimero ¢, sea R{6) la matriz

R(6) = (cos@ —senﬂ) -

sen # cos #

T P L. . i1 s
Sea X = y un punto sobre el circulo unitario. Podemos escribir sus

coordenadas z, y en la forma
T = cos¢, Yy =sene

para algin nimero ¢. Entonces obtenemos, mediante la multiplicacién de ma-
trices,
R(6) e\ _ cosf —sent coS
y sen cos @ sen o

il
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Esto se infiere de las formulas de adicién para el seno y el coseno, a saber,
cos(# + ¢) = cos f cos p — sen @ sen ¢,
sen(f + @) = sen § cos ¢ + cosf sen .
Un punto arbitrario de R? se puede escribir en la forma
= (rer).
donde r es un niimero > 0. Como
R()rX =rR(0)X,

vemos que la multiplicacién por [i(f) también tiene el efecto de hacer girar a
rX en un angulo . Asi, la rotacién en un angulo # se puede representar por la
matriz R(6).

R(6)X = *(cos(0 + «),sen{f + @)
8 X = t(cosp, sen )

N\ e

Figura 1

Observe que, por razones tipograficas, hemos escrito el vector *X en forma
horizontal, aunque hemos puesto una pequena t en el superindice superior iz-
quierdo, para denotar la transpuesta, de manera que X es un vector columna.

Ejemplo. La matriz que corresponde a la rotacién en un dngulo de 7/3 estd

dada por
Rixfs) = (ST e

senw/3  cosw/3

= (%/2 _\/:1;53)
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Ejemplo S. ea X = *(2,5). Giremos a X en un dngulo de x/3, y encontremos
las coordenadas del vector girado.
Estas coordenadas son:

R(n/3)X = (%72/2 _\/:;‘,g) (z)

= (Vaie )

Advertencia. Observe cémo multiplicamos por la izquierda al vector co-
lumna por la matriz R(). Si el lector quiere trabajar con vectores renglén,
entonces considere la transpuesta y verifique directamente que

1/2 V/3/2
(2,5) (_/\/?—)/2 1?2) = (1-5v3/2,v/3+5/2).
En este caso se ha transpuesto la matriz R(6). El signo menos ahora aparece en
la esquina inferior izquierda.

Ejercicios II, §2

Los siguientes ejercicios ayudan principalmente a mecanizar la multiplicacién de matri-
ces. Sin embargo, también ilustra algunos aspectos mas tedricos de esta multiplicacion.
Por consiguiente, deberdn resolverse todos. En forma mds especifica, tenemos que:

Del ejercicio T al 12 se ejemplifica la multiplicacién por los vectores unitarios
canénicos.

Del ejercicio 14 al 19 se ejemplifica la multiplicacién de matrices triangulares.

Del ejercicio 24 al 27 se ejemplifica la transformacién de la adicién de niimeros en
multiplicacién de matrices.

Del ejercicio 27 al 32 se ejemplifican las rotaciones.

Del ejercicio 33 al 37 se ejemplifican las matrices elementales y deberdan resolverse
antes de estudiar la seccién §5.

1. Sea I la matriz unitaria de » X n. Sea A una matriz de n X 7. ;A qué es igual
TA? 81 A es una matriz de m X n, ja qué es igual AT?

2. Sea O la matriz cuyas coordenadas son todas iguales a 0. Sea A una matriz de un
tamaifto tal que esté definido el producto AO. ;A qué es igual AO?

3. En cada uno de los siguientes casos, encuentre (AB)C y A(BC).

SRS CHEE
26d b2 1T 1
(b)Az(s 1 2)’ B:(g _(1’ : O=(3)
11 0 T 2
9a=(38 ) 2=(21 1) (1 1)

(=4]
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10.

11.

12.

Matrices y ecuaciones lineales 11, §2]

. Sean A y B matrices cuadradas del mismo tamafio y suponga que AB = BA.

Demuestre que
(A+By =A*+24B+ B, y (A+B)A-B)=4’-B,

usando la ley distributiva.
12 N2 o
A‘(3 —1)’ B_(l 1)'

Encuentre AB y BA.
7 0
&= (0 7)'

Sean A y B como en el ejercicio 5. Encuentre CA, AC, OBy BC . Establezca
la regla general incluyendo este ejercicio como caso especial.

3 1 5
A=]12 0 |[1].
1 1T

. Sean

. Sea

. Sean X =(1,0,0) y

(Quées XA?

. Sea X =(0,1,0) y sea A una matriz arbitraria de 3% 3. ;De qué manera se podria

describir XA? ;Y si X = (0,0,1)? Generalice obteniendo enunciados similares
referidos a matrices de n X n y a sus productos con vectores unitarios.

. Sea

Encuentre AX para cada uno de los signientes valores de X .

1 0 0
@ X = (9) &) X = (1) © X = (0)
0 1 1
Sea
3 Vil
A=(1 -1 4).
2 1 8

Encuentre AX para cada uno de los valores de X dados en el ejercicio 9.

Sean
211 e 14

[=—R = =]

Am1 " Omi
iQuées AX?
Sea X un vector columna con todas sus componentes iguales a 0 excepto la com-

ponente 7, que es igual a 1. Sea A una matriz arbitraria, cuyo tamafio es tal que
podemos formar el producto AX . jA qué es ignal AXT
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13. Sean X el vector columna y A la matriz indicados en cada caso. Encuentre AX
como vector columna.

3 10 1 i by o 5)
a) X=1|21, A= 2 1 1 b) X=1[1], A=
® (1) (2 0 —1) " (0) (0 kol
1 010 & 00 0
(C)X=(’;z)’ A=(0 0 0) (d)X=(zz)r A=(1 0 0)

b

a
14. Sea A= (c d

) . Encuentre el producto AS para cada una de las
siguientes matrices S. Describa con palabras el efecto sobre A de este producto.

(a) s:(é ;’) (b) S=(,~1: 2)

b

15. De nuevo, sea A = (a
c d

). Encuentre el producto SA para cada una de las

siguientes matrices S. Describa con palabras el efecto de este producto sobre A.

(@) s:(é f) (b)S:(i ‘1’)

16. (a) Sea A la matriz
0 1 1
(0 0 1) :
0 0 0

Encuentre A% y A®. Generalice a matrices de 4 x 4.

(b) Sea A la matriz
1 1 1
( 01 1 ) 4
00 1

1
A=1]10
0

I8. Sea A una matriz diagonal, cuyos elementos diagonales son a1,...,an. jA qué son
iguales A%, A% y AF para cualquier entero positivo k7

01 6
A=10 0 4].
0 0 0

Calcule A%, A% y A%,

17. Sea

oMo

w o o
by S

Fncuentre A%, A® y A*.

19, Sea

Fncuentre A°.
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0 -1
(b) Determine todas las matrices A de 2 x 2 tales que A*=0.

20. (a) Encuentre una matriz A de 2 x 2 tal que A=-I= ("1 U) :

21. Sea A una matriz cuadrada.
(a) Si A® = O, demuestre que I — A es invertible.
(b) Si A® = O, demuestre que I — A es invertible.
(c) En general, si A™ = O para algin entero positive =, demuestre que I — A es
invertible. (Sugerencia: Considere la serie geométrica.)
(d) Suponga que A® 4+ 24+ I = O. Demuestre que A es invertible.
(e) Suponga que A* — A+ I =O. Demuestre que A es invertible.

22. Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo tamafio. Decimos que A es seme-
jante a B si existe una matriz invertible T' tal que B = TAT!. Suponga que
éste es el caso. Pruebe que:

(a) B es semejante a A.

(b) A es invertible si, y s6lo si, B es invertible.

(¢) A es semejante a ‘B.

(d) Suponga que A™ = O y que B es una matriz invertible del mismo tamaific que
A. Demuestre que (BAB™)* = 0.

23. Sea A una matriz cuadrada de la forma

a11 § W e *
0 @y * *
*

[ I 0 dnn

La notacién significa que todos los elementos que se encuentran por debajo de la
diagonal son iguales a 0 y que los elementos que se encuentran arriba de la diagonal
son arbitrarios. Se puede expresar esta propiedad diciendo que

ai; =0 si 1> 7.
Una matriz asi se conoce como superiomente triangular. 8i A y B son matrices

superiormente triangulares (del mismo tamafio), ;qué puede decirse de los elementos
diagonales de AB?

En los ejercicios 24 a 27 se dan ejemplos en los que la adicién de nmimeros se
transforma en multiplicacién de matrices.

24. Sean a y b nimeros, y sean

1 @ 1 b
iA qué es igual AB? ;A qué son iguales A% y A7 ;Quées A™, donde n es un
entero positivo?

25. Demuestre que la matriz A del ejercicio 24 tiene una inversa. ;Cudl es esta inversa?

26. Demnestre que, si A y B son matrices de n X n que tienen inversas, entonces ADB
tiene una inversa.,
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27.

28.

29.
30.
31.

32,
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Rotaciones. Sea R(f) la matriz

R(8) = (COSB —senﬂ) )

sen § cos

(2) Demuestre que, para cualesquiera dos nimeros #; y 62, tenemos que
R(31)R(92) == R(Gl + 92).
[El lector tendra que usar las férmulas de adicién para el seno y el coseno.]

(b) Demuestre que la matriz R(f) tiene una inversa y describala.
(c) Sea A = R(f). Demuestre que

pry (cos29 —senz(})
~ \ sen26 cos26 | °
(d) Determine A" para cualquier entero positivo n. Use induccién.

Encuentre la matriz A = R(f) asociada con la rotacién para cada uno de los
siguientes valores de 6.

(a) =/2 (b) =/4 (¢) = (d) —= (e) —«/3

() /6 (g) 57/4

En general, sea 6 > 0. ;Cudl es la matriz asociada con la rotacién en un dngulo
—8 ( es decir, una rotacién en un dngulo 4 en sentido dextrégiro)?

Sea X = *(1,2) un punto del plano. Si usted gira a X en un dngulo de /4, jcudles
son las coordenadas del nuevo punto?

La misma pregunta que en el ejercicio anterior, pero ahora cuando X =*(—1,3) y
se gira en un dngulo de w/2.

Para cualquier vector X de R?, sea ¥ = R(#)X su rotacién en un dngulo 6.
Demuestre que ||V = [|X]|.

Los siguientes ejercicios sobre matrices elementales deberin realizarse antes de es-

tudiar la seccién §5.

33.

Matrices elementales. Sea
2 3 -1 1
1 4 2 =2
Al —
1 3 4
Sea U la matriz que se muestra en cada inciso. En cada caso encuentre UA.
01 0 0\ (0 0 0 0
(2) 0 0 0 O (b) 1 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0
\o 0 0 0 00 0 O
0 0 0 0\ 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 1 0
© 1o 100 @ 1o 000
\o 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0
© 1o 0 00 ® o 001
0.0 1 0/ \0 0 0 ©
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34.

35.

36.

37.
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Sea E la matriz que se muestra en cada inciso. Encuentre EA, donde A es la
misma matriz que se mencioné en el ejercicio anterior.

(0100 1 00 0
100 0 001 0
@ 1o 01 0 ®) o 1 0 0
\o 0 0 1 000 1
(1000 1 00 0
010 0 0 1D @
©@ o o1 0 @ 1o 21 0
\0501 0 0 0 1

Sea F la matriz mostrada en cada inciso. Encuentre EA, donde A es la misma
matriz que se menciond en el ejercicio anterior y en el ejercicio 33.

3 0 0 O 1 0 3 0
0 1 0 0 D1 0 0
@ o010 ®) 1o 01 0
00 0 1 \o 0 0 1
1 0 0 0 (1 0 0
-2 1 0 0 0 1 0 0
) 0010 @ 1o =2 10
0 0 0 1 0 0 0 1
Sea A = (ei;) una matriz de m x n,
a1 v @in
@mi1 - Omn

Sean 1<r<myl<s<m. Sea Iy, la matriz cuya componente rs es igual a 1

y tal que todas las otras componentes son iguales a 0.

(a) ;A quéesigual I,,A?

(b) Suponga que r # s. (A qué es igual (I, + I, )A7?

(c) Suponga que 7 # 3. Sea I;; la matriz cuya componete jj esigual a 1y tal que
las otras componentes son iguales a 0. Sea

Er. =Irs + Iy + suma de todas las I;; para y #r, j # s.
LA qué esigual E A7

De nuevo, sea r # s.
(a) Sea E=1T1+431I:,. (A qué esignal EA?
(b) Sea ¢ cualquier numero. Sea £ =1+ cly,. A qué es igual FA?

El resto del capitulo estard relacionado principalmente con ecuaciones lineales y,
en especial, con las homogéneas. Encontraremos tres maneras de interpretar tales
ecuaciones, lo que brindard tres maneras diferentes de considerar las matrices y los
vectores.
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II, §3. Ecuaciones lineales homogéneas y eliminacién

En esta seccién consideraremos las ecuaciones lineales mediante un método de
eliminacién. En la siguiente, analizaremos otro método.
Nos interesara el caso en que el niimero de incdgnitas es mayor que el nimero
de ecuaciones y veremos que, en ese caso, siempre existe una solucién no trivial.
Antes de tratar el caso general, estudiaremos ejemplos.

Ejemplo 1. Suponga que tenemos una sola ecuacién, como la siguiente:
2e+y—4z=0.

Deseamos encontrar una solucién tal que =z, ¥y v z no sean simultdneamente
iguales a cero. Una ecuacién equivalente es

2z = —y +4z.

Para encontrar una solucién no trivial, damos a todas las variables, excepto la
primera, un valor especial # 0, digamos y = 1 y z = 1. Entonces despejamos
2. Encontramos que

20 =—y+4z =3,
por lo que z = 2.

Ejemplo 2. Consideremos una pareja de ecuaciones, digamos
(1) 2 + 3y — z2=0,
(2) z4+ y+2z=0.
Mediante la eliminacién de una variable, reducimos el problema de resolver estas
ecuaciones simultdneas al caso anterior de una ecuacién. Asi, multiplicamos

la segunda ecuacién por 2 y la restamos de la primera ecuacién, con lo que
obtenemos

(3) y—3z=0.

Ahora nos encontramos con una ecuacién con mas de una variable. Damos a z
cualquier valor # 0, digamos z = 1, y despejamos y, a saber, y = 3. Luego
despejamos z a partir de la segunda ecuacién, a saber, £ = —y —z y obtenemos
2 = —4. Los valores que hemos obtenido para x, y ¥y z también son soluciones
de la primera ecuacién, debido a que la primera ecuacién es (en un sentido obvio)
la suma de la ecuacién (2) multiplicada por 2 y la ecuacion (3).

Ejemplo 3. Deseamos encontrar una solucién para el sistema de ecuaciones
dz—2y+z2+42w=0,
z4+y—z—w=0,
20 — 2y + 3z = 0.
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De nuevo empleamos el método de eliminacién. Multiplicamos la segunda ecua-
cion por 2 y la restamos de la tercera. Encontramos que

—4y+ 52+ 2w = 0.

Multiplicamos la segunda ecuacién por 3 y la restamos de la primera. Encontra-
Mos que
—by + 4z + 5w = 0.

Ahora hemos eliminado z de nuestras ecuaciones y encontramos dos ecuaciones
con tres incdgnitas, y, z y w. Eliminamos y de estas dos ecuaciones de la
manera siguiente: multiplicamos la superior por 5, multiplicamos la inferior por
4 y las restamos. Obtenemos

9z — 10w = 0.

Ahora demos a w un valor arbitrario # 0, digamos w = 1. Entonces podemos
despejar z, a saber,

z=10/9.
RRegresando a las ecuaciones inmediatamente anteriores, despejemos y usando
4y = Bz + 2w.
Esto da como resultado
y = 68/9.

Por dltimo, despejemos z empleando, por ejemplo, la segunda ecuacién del con-
junto original de tres, de manera que

z=—-y+z+w,

0, en forma numérica,

r = —49/9.
De modo que hemos encontrado:
w=1, z=10/9, y = 68/9, z = —49/9.

Observemos que teniamos tres ecuaciones con cuatro incégnitas. Mediante una
eliminacién sucesiva de variables, redujimos estas ecuaciones a dos ecuaciones
con tres incognitas y luego a una ecuacién con dos incégnitas,

Usando precisamente el mismo método, suponga que comenzamos con tres
ecuaciones con cinco incdgnitas. Al eliminar una variable se obtendran dos ecua-
ciones con cuatro incognitas. La eliminacién de otra variable dara por resultado
una ecuacion con tres incdgnitas. Entonces podermos resolver esta ecuacién y vol-
ver hacia atras para obtener valores para las variables previas, tal como hemos
mostrado en los ejemplos.

En general, suponga que comenzamos con m ecuaciones con n incégnitas y
n > m. Eliminamos una de las variables, digamos r;, y obtenemos un sistema
de m — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas. Eliminamos una segunda variable,
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digamos a2, y obtenemos un sistema de m — 2 ecuaciones con n — 2 incégnitas.
Mediante la repeticién de este proceso eliminamos m —1 variables, y terminamos
con 1 ecuacién con n — m + 1 incognitas. Entonces damos valores arbitrarios
no triviales a todas las varlables restantes excepto una, despejamos esta tltima
variable y luego procedemos hacia atrds a fin de despejar en forma sucesiva cada
una de las variables eliminadas, como hicimos en nuestros ejemplos. De este
modo hemos obtenido una manera eficaz para encontrar una selucién no trivial
del sistema original.

Podemos decir todo esto de manera precisa en términos de induccidn.

Sea A = (ai;), ¢ =1,...,my j=1,...,n, una matriz. Sean by,...,bn
nimeros. Ecuaciones como

ari&y 4+ G1a2n =b

() - . 3

Am1Z1 i Omnptn = bm
se conocen como ecuaciones lineales. También decimos que (*) es un sistema de
ecuaciones lineales. Se dice que el sistema es homogéneo si todos los mimeros
bi,..., b, soniguales a 0. El nimero n se conoce como el nimero de incégnitas
y m es el nimero de ecuaciones.

El sistema de ecuaciones
apzy +oo+ a2, =0
(#%) : :

tm121 + 4 CGpunn =0
se llamara sistema homogéneo asociado con (x). En esta seccion estudiare-
mos el sistema homogéneo (#%).

El sistema (*x) siempre tiene una solucidn, a saber, la solucién obtenida al
hacer todo z; = 0. Esta solucién se denominara solucién trivial. Una solucién
(z1,...,2a) tal que alglin z; es # 0 se conoce como no trivial.

Consideremos nuestro sistema de ecuaciones homogéneas (xx). Sean Ap,...,
A, los vectores renglon de la matriz (a;;). Entonces podemos escribir nuestras

ecuaciones (¥*) en la siguiente forma:
At X ="1)

(o) :
A 2 X8 0,
Por consiguiente, una solucién del sistema de ecuaciones lineales se puede inter-
pretar como el conjunto de todas las n-tuplas X que son perpendiculares a los
vectores renglén de la matriz A. Geométricamente, encontrar una solucién de
(+#) equivale a encontrar un vector que es perpendicular a Ay, ..., Ay, . Al usar
la. notacién del producto interior se hard mas facil formular la demostracion de
nuestro teorema principal, a saber:

Teorema 3.1. Sea

a11y + -+ ap®, =0

Am1T) i s = Amndn = 0
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un sistema de m ecuaciones lineales con n Incdgnitas y supongamos que
n > m. Entonces el sistema tiene una solucién no trivial.

Demostracién. La demostracién se llevard a cabo por induccién.
Primero consideremos el caso de una ecuacién con n incdgnitas, n > 1;
a1T) + -+ anZp = 0.
Si todos los coeficientes as, ..., a, son iguales a 0, entonces cualquier valor de
las variables serd una solucién y, ciertamente, existe una solucién no trivial. Su-
pongamos que algin cocficiente a; es # 0. Después de reenumerar las variables
y los coeficientes, podemos suponer que este coeficiente es a;. Entonces damos
a Za,...,T, valores arbitrarios, por ejemplo, z9 = -+ = z, = 1, y despejamos
21, obteniendo
-1
I = _(a2+ "‘+Ctn)-
a1
De esta manera obtenemos tina solucién no trivial para nuestro sistema de ecua-

ciones.

Ahora supongamos que nuestro teorema es cierto para un sistema de m — 1
ecuaciones con madas de m — 1 incognitas. Probaremos que es cierto para m
ecuaciones con n incdgnitas cuando n > m. Consideremos el sistema ().

Si todos los coeficientes (a;;) son iguales a 0, podemos dar a nuestras variables
cualquier valor no nulo con el objeto de obtener una solucién. Sialgun coeficiente
no es igual a 0, entonces, luego de reenumerar las ecuaciones y las variables,
podemos suponer que es aj;. Para eliminar z; restamos un multiplo de la
primera ecuacién de las otras ecuaciones. A saber, consideramos el sistema de

ecuaciones
az21
(.Az — Al) =0

(Ag L. “”“Al) X =0
ajl

que también se puede escribir en la forma

Ag-X—azlAl X =\
(o # %)
i “”“A1 X =0.
a1

I'n este sistema, los coeficientes de z; son iguales a 0. Por tanto, podemos
considerar (x*x) como un sistema de m — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas, y
tenemos que n—1>m —1.
Conforme a nuestra suposicién, podemos hallar una solucién no trivial (zy,...,
n) para este sistema. Entonces podemos despejar 21 en la primera ecuacion,
O Bea,

B T_("i‘.:m‘.s Ao ayny).
@y
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De esta manera, hallamos una solucién de A; - X = 0 pero, de acuerdo con
(* * %), tenemos

-
A X = —41—A1 Y
a1
para i =2,...,m. Por tanto, A; - X = 0 para i = 2,...,m y, por consiguiente,

hemos encontrado una solucién no trivial de nuestro sistema original (x*).

El argumento que acabamos de dar nos permite proceder por pasos de una
ecuacién a dos ecuaciones, luego de dos a tres, y asi sucesivamente. Esto concluye
la prueba.

Ejercicios II, §3

1. Sean

Ey = (150 : S8t Bl Opm  0), ...; Ef=(0,...,0,1)

los vectores unitarios canénicos de R™. Sea X una n-tupla. Si X - By = 0 para
todo 1, demuestre que X = 0.

2. Sean Ai,..., Am vectoresde R™. Sean X y Y soluciones del sistema de ecuaciones
X . Ai=0 y Y -Ai=0 para 1 =T, ™.

Demuestre que X +Y también es una solucién. Si ¢ es un nimero, demuestre que
¢X es una solucion.

3. En el ejercicio 2, suponga que X es perpendicular a cada uno de los vectores
A, ..., Am. Sean ¢i,...,¢,m nimeros. Se dice que un vector

c1Ar + -+ emAm

es una combinacion lineal de Ai,..., An. Demuestre que X es perpendicular a
dicho vector.

4. Considere el sistema no homogéneo (x) que consiste en todos los X tales que
X-A;i =b para i = 1,...,m. 5i X y X' son dos soluciones de este sistema,
demuestre que existe una solucién Y del sistema homogéneo (+*) tal que X' =
X +7Y. Reciprocamente, si X es cualquier solucién de (*) y ¥ es una solucién de
(#*), demuestre que X + Y es una solucién de (*).

5. Halle al menos una solucién no trivial para cada uno de los siguientes sistemas de
ecuaciones. Como hay muchas posibilidades, no damos respuestas.

(a) 3z +y+2=0

(c) 20 -3y +42=0
3z4+y+2=0

(¢) —s+4+2y—4z+w=0
s4+3y+z—w=20

(b) 3z+y+2=0
r+y+2z=0
(d) 2r4+y4dz+w=0
—3r42y—3z+w=0
r4+y+z2z=10
() —2r43y+z+4w=0
r+y+2z4+3w=0
2z 4+y+z—2w=10
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6. Demuestre que las iinicas soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones son las

triviales.
(a.) 2243y =0 (b) 4z + 5y =0
z-y=20 —6x 4 Ty=10
(c) Bz +4y—22=0 (d) 4= —Ty+32=0
z+y+2z=0 z4+y=0
-z —3y+5z=0 y—6z=0
(e) Te —2y+524+w=0 f) -B8z+y+z=0
z—y+z=0 T—y+z—2w=20
y—-2z+w=0 r—z4+w=1~0
z+z+w=0 —c+y—3w=20

11, §4. Operaciones por renglones y eliminacién de Gauss

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales
3z — 2y + z+4 2w =1,
r+ y— z-— w=-2
20 — y+ 32 = 4.
ILa matriz de coeficientes es
3 =2 N @
1 1 -1 -1
= U
Llamaremos matriz aumentada a la que obtenemos al insertar la columna
1
-2
4
como tltima columna, por lo que la matriz aumentada es
=0, 1 g%l
1 1 =1 -1 =2
I e N )
En general, sea AX = B un sistema de m ecuaciones lineales con n incdg-
nitas, que se escribe en detalle como sigue:
a1z 4+ en®n = by,

agzy + 4 Gan®n = by,

1%y o0t O B = by,

Entonces definimos la matriz aumentada como la matriz de m por n + 1:
a;y o1z ccr @1n by
az; @y -+ dzp  ba

@ml Qmz * Omn U
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En los ejemplos de ecuaciones lineales homogéneas de la seccidén anterior,
habra ohservado que efectuamos las siguientes operaciones, conocidas como ope-
raciones elementales por renglones:

Multiplicar una ecnacién por un nimero no nulo.
Sumar una ecuacioén a otra.
Intercambiar dos ecuaciones.

Estas operaciones se reflejan en operaciones sobre la matriz de coeficientes au-
mentada, que también se conocen como operaciones elementales por ren-
glones:

Multiplicar un renglén por un nimero no nulo.
Sumar un renglén a otro.
Intercambiar dos renglones.

Supongamos que se cambia un sistema de ecuaciones lineales mediante una
operacion elemental por renglones. Entonces las soluciones del nuevo sistema
son exactamente las mismas que las soluciones del sistema original. Al hacer
operaciones por renglones se espera simplificar la forma del sistema, de manera
que sea mas fécil encontrar las soluciones.

Decimos que dos matrices son equivalentes por renglones si una de ellas
se puede obtener de la otra mediante una sucesidn de operaciones elementales
por renglones. Si A es la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones
lineales y B es el vector columna, como antes, de manera que

(4, B)

es la matriz aumentada, y si (A’, B") es equivalente por renglones a (A, B),
entonces las soluciones del sistema

AX =B
son las mismas que las soluciones del sistema
A'X =FH.

Con el objeto de obtener un sistema equivalente (A’, B’) tan sencillo como sea
posible, usamos un método que primero ilustraremos en un casoe concreto.

Ejemplo. Considere la matriz aumentada del ejemplo anterior. Tenemos las
siguientes equivalencias por renglones:

3 -2 I -
1 1 -1 -1 -2
2 -1 -3, 0 4

Reste 3 veces el segundo renglén del primero.

0 -5 4 5 7T
1 1 ~1 -1 -2
2 -1 3 0 4
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Reste 2 veces el segundo renglén del tercero.

0 -5 4 b5 7
1 1 —1 4—-1"-2
0 -3 5 2 8

Intercambie el primer renglén con el segundo; multiplique el segundo por -1.

1 1 =1 -1y -2
0 5 —4 &5 -7
0 -3 5 2 8

Multiplique el sengundo rengldn por 3; multiplique el tercer renglén por 5.

1 1 -1 -1 =2
0 15 =12 =I5 =21
0 —-15 25 10 40

Sume el segundo renglén al tercero.

1 1 -1 = -3
0 15 <12 -15 -21
0 0 13 -5 19

Lo que hemos logrado es que cada renglén sucesivo tenga su primera componente
no nula en al menos un lugar posterior con respecto al renglén anterior.. Esto
hace que sea muy sencillo resolver las ecuaciones. El nuevo sistema, cuya matriz
aumentada es la dltima que obtuvimeos, se puede escribir en la forma:

r4+y— z-— w=-=-2
15y — 12z — 15w = —21,
13z — Bw = 19.

ste se encuentra ahora en una forma tal que podemos resolverlo dando a w
un valor arbitrario en la tercera ecuacién y despejar z a partir de la tercera
ecuacién. Luego despejamos y a partir de la segunda ecuacion y ¢ a partir de
la primera. Con las férmulas, esto da:

_ 194 5w
ST

=214 122 4 15w
y_ 15 1

z=—-1l—-y+z+w

Para comenzar, podemos dar a w cualquier valor y después determinar los
valores de =, y v z. Por tanto, vemos que las soluciones dependen de un
parametro libre. Més adelante expresaremos esta propiedad diciendo que el
conjunto de soluciones tiene dimensién 1.
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Por el momento, damos un nombre general al procedimiento anterior. Sea
M una matriz. Decimos que M esti en forma escalonada por renglones si
tiene la siguiente propiedad:

Siempre que dos renglones sucesivos no contengan sélo ceros, entonces el se-
gundo rengidén comienza con una componente no nula al menos en un lugar
posterior con respecto al primer renglén. Todos los renglones que sélo con-
tengan ceros se encuentran en la parte inferior de la matriz.

En el ejemplo anterior transformamos una matriz en otra que se encuentra en
forma escalonada por renglones. Los primeros coeficientes no nulos que aparecen
a la izquierda en cada renglén se conocen como coeficientes principales. En
el ejemplo anterior, los coeficientes principales son 1, 15, 13. Se puede efec-
tuar un cambio adicional dividiendo cada renglén entre el coeficiente principal.
Entonces la matriz anterior es equivalente por renglones a

11 -1 =1 -2

2 1

it 1 - 1
5 19

00 I —g% 45
En esta dltima matriz, el coeficiente principal de cada renglén es igual a 1. Se
podria hacer mas operaciones por renglén para hacer aparecer mas ceros; por
ejemplo, restar el segundo renglén del primero y luego restar % por el tercer

renglén del segundo. Esto produce:

10 - -§ -3
1 2 3

0 k1 0 §+I§ 1—2—5
9

00 1 -3 2

A menos que en la matriz resultante las fracciones no se vean tan horribles,
por lo regular resulta engorroso hacer esta equivalencia adicional por renglén
manualmente, aunque a una maquina no le importaria.

Ejemplo. La siguiente matriz se encuentra en una forma escalonada por
renglones

0.2 -3 4 17
0 @ 05 2 —4
00 00 =3 1

0 0 00 0 O

Supongamos que esta matriz es la matriz aumentada de un sistema de ecuacio-
nes lineales; entonces podemos resolver las ecuaciones lineales dando un valor
arbitrario a algunas variables, tal como hicimes. En realidad, las ecuaciones son:

20—3z4+4w+ t =1,
Sw+ 2t = —4,
-3t =1
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I'ntonces las soluciones son

t=—1/3,
—4 — 2t

w=—p—

z = cualquier valor arbitrario dado,
T+3z—4w—1

i e —

2
& = cualquier valor arbitrario dado.

Il método de cambiar una matriz mediante equivalencias por renglones para
llevarla a una forma escalonada funciona en general.

Teorema 4.1. Toda matriz es equivalente por renglones a una matriz en
forma escalonada por renglones.

Demostracidn. Seleccionemos la primera componente no nula que aparezca a
la izquierda en la matriz. Si esta componente no esta en la primera columna,
significa que la matriz sélo contiene ceros a la izquierda de esta componente y nos
podemos olvidar de ellos. Por tanto, supongamos que esta componente no nula
se encuentra en la primera columna. Después de un intercambio de renglones
podemos encontrar una matriz equivalente tal que la esquina superior izquierda
no sea 0. Digamos que la matriz es

ay; @1z o Qi
g1 @32 - Q2n
am1l Cm2 **° Omn

y que a;; # 0. Multipliquemos el primer renglén por az1/a11 y restémoslo
del segundo. En forma andloga, multipliquemos el primer renglén por @iy /a1
y restémoslo del i-ésimo renglén. Entonces obtenemos una matriz que tiene
ceros en la primera columna excepto en ay;. Por tanto, la matriz original es
equivalente por renglones a una matriz de la forma

aiy iz . Qi
! )

0 Ggp - Ogn

0 a;nZ s a:v’m

Luego repetimos el procedimiento con la siguiente matriz de menor tamafo

/ !
Gogiintatlon

! !
Gma "7 OGmn
Podemos continuar asi hasta que la matriz esté en forma escalonada por renglones

(formalmente mediante induccién). Esto concluye la demostracion.
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Observe que la demostracién es sélo otra manera de formular el argumento
de eliminacién de la seccién §3.
A contimiacién damos otra demostracién del teorema fundamental:

Teorema 4.2. Sea
a1121 + -+ -+ @1z, =0,

Al 1o Omnen = 0,

un sistema de m ecuaciones lineales homogéneas con n incdgnitas, donde n > m.
Entonces existe una solucién no trivial.

Demostracion. Sea A = (a;;) la matriz de coeficientes. Entonces A es equi-
valente a A’, que se encuentra en forma escalonada por renglones:

ax, x, + Sk, (%) =0,
Ak, Tk, + Sk, (2) =0,

ax, 2k, + Sk, (z) =0,

donde az, # 0,...,az, # 0 son los coeficientes no nulos de las variables que
aparecen al principio a la izquierda en cada renglén sucesivo, y Si, (z), ..., Sk ()
indican sumas de variables con ciertos coeficientes, pero tales que, si una
variable z; aparece en S, (), entonces j > k;, y lo mismo sucede con las otras
sumas. Si #; aparece en S, , entonces j > k;. Como, por hipétesis, el niimero
total de variables n es estrictamente mayor que el nimero de ecuaciones, debe-
mos tener » < n. En consecuencia, hay n — r variables distintas de zg,, ..., zx,
y n—+ > 0. Damos a estas variables valores arbitrarios y, por supuesto, los
podemos seleccionar de manera que no todos sean iguales a 0. Luego despe-
jamos las variables zy_,xs,_,,..., %, , comenzando con la ecuacién inferior y
prosiguiendo hacia arriba, por gjemplo,

Tk,

=5k, (2)/ak,,

Ty, _, = —Sk,_,(z)/ak,_,, y asisucesivamente.

Iisto nos da la solucién no trivial y asi el teorema queda probado.

Observe que el patrén se ajusta exactamente al de los ejemplos, aunque con
una notacién que se refiere al caso general.
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Ejercicios II, §4

En cada uno los siguientes casos, encuentire una matriz equivalente por renglones que
se encuentre en la forma escalonada por renglones.

6 3 —4 1 0 #
1.(a) | -4 1 -6 (b) |2 -1 3
1 2 =5 4 1 8
1 -2 3 -1 0 1.4 38 -2
.08 (2 -1 297 by {21 —4| 3
3 o 3 ool |
1 214 7 1 ;1?:;;
3.(a) |2 & ¥ -2 3 m |,
a8 M2 <=6 5 @ omE
¥ 1T 1 8

4. Escriba las matrices de coeficientes de las ccuaciones lineales del ejercicio § de la
seccién §3, y en cada caso muestre una matriz equivalente por renglones que se
encuentre en forma escalonada. En cada caso, resuelva las ecuaciones por este
método.

IL, §5. Operaciones por renglones y matrices elementales

Antes de leer esta seccidn, resuelva los ejemplos numeéricos que aparecen en
los gjercicios 33 a 37 de la seccion §2.

Las operaciones por renglones que usamos para resolver ecuaciones lincales
se pueden representar mediante operaciones con matrices. Scan 1 <7 < my
1< s <m. Sea I, la matriz cuadrada de m x m que tiene por componente a
1 en el lugar rs y 0 en los demas:

P

[-] ......... 0 0.11"'”1.:1 0 )
r r
S )
. (125 BRI LR Y7
Agp - Qun :
Ol st smannie 0 : :
0 ot}

8§ Anytpn




(11, §5] Operaciones por renglones y matrices elementales 73

La definicién de multiplicacion de matrices muestra que I.; A es la matriz obte-
nida al poner el renglén s de A en el renglén r y ceros en los demds lugares.

Si r = s, entonces I, tiene una componente 1 sobre el lugar de la diagonal y
cero en los demds sitios. La multiplicacién por I, deja fijo entonces al renglén
r y reemplaza todos los demas renglones por ceros.

Sir#s,sea

s = Loglt Loy
Entonces
Jredi=l g+ I, A,

Luego, I; A pone al renglén s de A en el lugar r e I,, A pone el renglén r de
A en el lugar s. Todos los otros renglones se reemplazan por ceros. Asi, J,,
intercambia al renglén r con el s y reemplaza todos los demds renglones por
Ceros.

Ejemplo. Sean

010 3 2 -1
J=11 0 0 ¥ A= I < 2
0 0 0 -2 5 1

Si el lector efectiia la multiplicacidn de matrices, vera directamente que JA
intercambia los renglones primero y segundo de A y reemplaza al tercer renglén
POT ceros.

Por otro lado, sea

0 1 0
E=11 00
0 0 1

Entonces E'A es la matriz obtenida de A al intercambiar el primer renglon con
el segundo y al dejar fijo el tercer renglon. Podemos expresar E' como una suma:

E=1ILs+ I+ I

donde I.; es la matriz que tiene 1 en la componente rs y, como antes, 0 en las
demads componentes. Observe que E se obtiene a partir de la matriz unitaria
intercambiando los dos primeros renglones y dejando fijo el tercer renglén. Asi,
la operacidén de intercambiar los dos primeros renglones de A se lleva a cabo
mediante la multiplicacién con la matriz E obtenida al hacer esta operacion
sobre la matriz unitaria.

Este es un caso especial del siguiente hecho general.

Teorema 5.1. Sea E la matriz obtenida a partir de la matriz unitaria de
n x n al intercambiar dos renglones. Sea A una matriz de n x n. Entonces
F'A es la matriz obtenida a partir de A al intercambiar estos dos renglones.

Demostracion. La demostracion se lleva a cabo de acuerdo al patrén del ejem-
plo; sélo es cuestion de determinar cuales son los simbolos que se van a usar.
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Suponga que intercambiamos el renglén 7 con el renglén s. Entonces podemos
escribir

E = I, + I,, + suma de las matrices Ij; con j # r,j # s.
Asi, E difiere de la matriz unitaria en que se intercambiaron los renglones r y
s. Entonces
EA = I, A+ I,; A+ suma de las matrices I; A,

donde j # r, j # s. Como consecuencia de nuestro analisis anterior, ésta es
precisamente la matriz obtenida al intercambiar los renglones r y s de A y al
dejar fijas todas las demas componentes.

El mismo tipo de analisis se aplica al siguiente resultado.

Teorema 5.2. Sea E la matriz obtenida de la matriz unitaria de n X n al
multiplicar el renglén r por un niimero ¢ y sumarlo al renglén s, r # 5. Sea
A una matriz de n x n. Entonces EA se obtiene a partir de A al multiplicar
el renglén r de A por ¢ y al sumarlo al renglon s de A.

Demostracién, Podemos escribir
E+I+4+cls.

Entonces EA = A + cl,,A. Sabemos que I,»A pone el renglon r de A en
el lugar s y, al multiplicar por c, se multiplica este renglén por ¢. Todos los
renglones, aparte del renglén s de I A, son iguales a 0. Por consiguiente, la
suma A+ ¢l, A equivale a sumar ¢ veces el renglén r de A al renglén s de A,
como se queria mostrar.

Ejemplo. Sea

1 040
01 00
E_OOIO
g ¢ g 1

Entonces E se obtiene de la matriz unitaria sumando 4 veces el tercer renglon al
primero. Considere cualquier matriz A de 4 xny calcule EA. Encontrara que
EA se obtiene al multiplicar el tercer renglén de A por 4 ¥ sumarlo al primer
renglén de A.
En forma mas general, podemos suponer que F,e(c) para r # s es la matriz
elemental.
E.s(c) =1+ clps.

e
Py T 0
0 1 0
o g
0 0---¢c 0
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Difiere de la matriz unitaria en que tiene la componente rs igual a ¢. El efecto
de multiplicar por la izquierda por E,(c) consiste en sumar c¢ veces el renglén
s al renglén 7.
Una matriz elemental serd una matriz de cualquiera de los siguientes tres
tipos:
(a) Una matriz que se obtiene de la matriz unitaria al multiplicar la r-ésima
componente de la diagonal por un nimero ¢ # 0.
(b) Una matriz que se obtiene de la matriz unitaria al intercambiar dos ren-
glones (digamos el renglén 7 con el renglén s, r# s5).
(¢) Una matriz E.,(c) = I + ¢y, con r # s, y que tiene a ¢ como su
componente rs cuando r # s,y a todas las demds componentes iguales a
0, excepto las componentes diagonales que son iguales a 1.

En estos tres tipos se reflejan las operaciones por renglones que estudiamos en
la seccién anterior.

La multiplicacién por una matriz del tipo (a) multiplica el renglén r por el
numero c.

La multiplicacién por una matriz del tipo (b) intercambia el renglén r
con el s.

La multiplicacién por una matriz del tipo (¢) suma ¢ veces el renglén s al r.

Proposicién 5.3. Una matriz elemental es invertible.

Demostracién. Con respecto al tipo (a), la matriz inversa tiene por r-ésima
componente diagonal a ¢~!, debido a que, al multiplicar un renglén primero por
¢ v luego por ¢!, el renglén no cambia.

Con respecto al tipo (b), observamos que, al intercambiar el renglén r con el
s dos veces, se vuelve a la misma matriz con la que comenzamos.

Con respecto al tipo (c), igual que en el teorema 5.2, sea E la matriz que
suma ¢ veces el renglén s al » de la matriz unitaria. Sea D la matriz que suma
—c veces el renglén s al » de la matriz unitaria (para r # s). Entonces DE
es la matriz unitaria, y por lo tanto, también lo es ED, de manera que F es
invertible.

Ejemplo. Las siguientes matrices elementales son inversas entre si:

1 T ( 1 01— ¢
Mol 0@ . _fo'1t o o0
E=f oW 1 & B =1 1 /5
0 ool 0 00 1

Mostraremos una manera efectiva de encontrar la inversa de una matriz cua-
drada, si es que tiene. Esto se basara en las siguientes propiedades.

Si A y B son matrices cuadradas del mismo tamafo y tienen inversas, en-
tonces también tiene inversa AB y

(HB = BLATL,
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Fsto es inmediato, pues
ABB A1 = ATAS G AA = 1.

En forma analoga, para cualquier cantidad de factores, se tiene:

Proposicién 5.4. Si Ay,..., A son matrices invertibles del mismo tama-
fio, entonces su producto tiene una inversa y

Ay, ..., A =848 e AT

Observe que, en el miembro derecho de la igualdad, tomamos el producto de las
inversas en orden inverso. Entonces

A1---AkA;1---A1:I

debido a que podemos reducir AkA,:I a I, luego AkklA;_ll a I,y asi sucesi-
vamente.

Como una matriz elemental tiene inversa, concluimos que cualquier producto
de matrices clementales tiene una inversa.

Proposicién 5.5. Sea A una matriz cuadrada y sea A’ equivalente por
renglones a A. Entonces A tiene una inversa si, y sélo si, A’ tiene una
inversa.

Demostracién. Existen matrices elementales Ej, ..., E} tales que
A'=E,---EA.

Suponga que A tiene inversa. Entonces el miembro derecho de la igualdad tiene
una inversa debido a la Proposicién 5.4, puesto que el miembro derecho de la
igualdad es un producto de matrices invertibles. En consecuencia, A’ tiene una
inversa. Esto prueba la proposicién.

Ahora estamos en posibilidades de encontrar una inversa para una matriz
cuadrada A, si es que tiene. Por el Teorema 4.1 sabemos que A es equivalente
por renglones a una matriz A’ en forma escalonada. Si un renglén de A’ es igual
a cero, entonces, por la definicién de forma escalonada, el ultimo renglén debe
ser igual a cero y A’ no es invertible; en consecuencia, A no es invertible. Si
todos los renglones de A’ son no nulos, entonces A’ es una matriz triangular con
sus componentes diagonales no nulas. Ahora es suficiente encontrar una inversa
para dicha matriz. En efecto, probamos:

Teorema 5.6. Una matriz cuadrada A es invertible si, y solosi, A es equi-
valente por renglones a la matriz unitaria. Cualquier matriz superiormente
triangular cuyos elementos no son nulos es invertible.

Demostracién. Supongamos que A es equivalente por renglones a la matriz
_unitaria. Entonces A es invertible debido a la Proposicién 5.5. Suponga que A
es invertible; acabamos de ver que A es equivalente por renglones a una matriz
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superiormente triangular cuyos elementos diagonales son no nulos. Suponga que
A es dicha matriz:

a1y @1z ccc Glp
0 axp -+ am
o of B e

Por suposicién tenemos que ajy - dpp £ 0. Multipliquemos el renglén ¢ por
a;'. Obtenemos una matriz triangular tal que todas las componentes diagonales
son iguales a 1. Asi, para probar el teorema, es suficiente hacerlo para este caso
y podemos suponer que A tiene la forma

1l a2 -+« an
O 1 vt (Qon
(O P |
Multipliquemos el ltimo renglén por a;n y restémoslo del renglén i para
i=1,...,n—1. Esto hace que todos los elementos de la ultima columna scan

iguales a 0 excepto el que se encuentra en la esquina inferior de la izquierda y que
es 1. Repitamos este procedimiento con el que se encuentra proximo al tltimo
renglén y continuemos hacia arriba. Esto significa que, mediante equivalencias
por renglones, podemos reemplazar por cero todas las componentes que se en-
cuentran estrictamente arriba de la diagonal. Luego terminamos con la matriz
unitaria que, por consiguiente, es equivalente por renglones a la matriz original.
Esto prueba el teorema.

Corolario 5.7. Sea A una matriz invertible. Entonces A se puede expresar
como producto de matrices elementales.

Demostracion. Esto se debe a que A es equivalente por renglones a la ma-
triz unitaria y a que las operaciones por renglones se representan mediante la
multiplicacién por matrices elementales, de manera que existen Fy, ..., Fy tales
que

Ek wetin E]_A =N
Entonces A = Ef o —E',c'1 , con lo que se prucha el corolario.

Cuando A queda expresada de esa manera, también obtenemos una expresion
para la inversa de A, a saber,

AL = [ - Fy.

Las matrices elementales Ey ... E} son aquellas que se usan para convertir A en
la matriz unitaria.

Ejemplo. Sean

2 -3 1 1 00
A=11 L =t |, =10 1 @
2 Q0 0 0 1
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Queremos encontrar una inversa para A. Efectuamos las siguientes operacio-
nes por renglones, las cuales corresponden a la multiplicacién por las matrices
elementales que se muestran.

Intercambie los primeros dos renglones.

1 1 =] 010
2 -3 1], 1 0 0]}.
g 40 1 0 01

Reste 2 veces el primer renglén del segundo.
Reste 2 veces el primer renglén del tercero.

1 g =1 0 10
0 -5 3], Lo=2 0
0 -2 3 0 -2 1

Reste el segando renglén, multiplicado por 2/5, del tercero.

" | 0 1 0
0 -5 38 H il
0 0 9/5 ~9/5 —6/5 1

Reste el tercer renglén, multiplicado por 5/3, del segundo.
Sume al primer renglén el tercero multiplicado por 5/9.

(1 1 0 ) (—2/9 1/3  5/9 )
0 -5 0 |, 53 0 —5/31}.
0 0 9/5 -2/5 —-6/5 1

Sume al primer renglén el segundo multiplicado por 1/5.

(1 0 0 ) ( /9  1/3 2/9)
0 -5 0 |, 5/3 0. ~5/3}.
0 0 9/5 -2/5 —6/5 1

Multiplique el segundo renglén por —1/5.
Multiplique el tercer renglén por 5/9.

(1 00 /9  1/3 2/9
0 ¥ OAL, —1/30 0 1 |.
00 1) (—2/9 —2/3 5/9)

Entonces A~! es la matriz de la derecha, esto es,
19 1/3 2/9
Aat=(-13 o 1/3].
-2/9 -2/3 5/9

El lector puede verificar esta afirmacién multiplicando directamente por A con
el objeto de hallar la matriz unitaria.
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Si A es una matriz cuadrada y consideramos un sistema no homogéneo de
ecuaciones lineales

AX =B,

entonces, si A es invertible, podemos usar la inversa para resolver el sistema.
En efecto, en este caso, multiplicamos por la izquierda ambos miembros de la
igualdad por A~! y hallamos que

XS Al B.
Esto también prueba lo siguiente:

Proposicién 5.8. Sea AX = B un sistema de n ecuaciones lineales con n
incégnitas. Suponga que la matriz de coeficientes A es invertible. Entonces
existe una solucidn tinica X del sistema y

X = A"'B.

Ejercicios II, §5

1. Mediante el uso de operaciones elementales por renglones, halle inversas para las
siguientes matrices.

2 1 g 3 -1 5
o (0 ; _1) o (_1 : 1)
. B T 3
al+ 3 1 2 =1
(©) (—1 0) (d) (0 1 1)
0 1 g 2 7
= 3 a1 2
(e) [ 4 0) () ( 4 5 1)
- R o~ B 3

Nota: En el capitulo sobre determinantes se encontrara otra manera de hallar in-
versas.

=7 O Ot b2 2 W

2. Sea r # 3. Demuestre que 12, = O.

3. Sea 7 # 5. Sea Er.(c) tal como aparece en el texto. Demuestre que
Ers(c)Ers (c') = Ers(c+ c').

I, §6. Combinaciones lineales

Sean Al,...,A™ m-tuplas de R™. Sean z1,...,2, nimeros. Entonces decimos
que

21 AL 4 gp A"
¢s una combinacién lineal de A',..., A"; 2;,..., 2, se denominan coeficien-
tes de la combinacién lineal. Se aplica una definicién similar a una combinacién
lineal de vectores renglén.
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Se dice que la combinacién lineal es no trivial si no todos los cocficientes
Z1,...,&n son iguales a 0.
Una vez més, consideremos un sistema de ecuaciones lineales homogéneas
a1121 + -+ arata =0
(*+) ; :
1Ty + o+ Amnty = 0.
Nuestro sistemna de ecuaciones homogéneas también se puede escribir en la forma
siguiente:

a a1 a1n 0
asz1 (22 a2n 0

1 . + ] " e e o Ln . = ? ’
Am1 Qm 2 Amn 0

o, en forma mas concisa:
1A'+t 2a A" = O,

donde A!,...,A" son los vectores columna de la matriz de coeficientes A =
(ai;) . Asi, el problema de hallar una solucién no trivial del sistema de ecuaciones
lineales homogéneas es equivalente a hallar una combinacién lineal no trivial de
Al, ... A" que sea igual a O.

Se dice que los vectores A',..., A" son linealmente dependientes si exis-
ten ndmeros z1,...,%,, no todos iguales a 0, tales que "

2 ALt i p g, AN =0
De este modo, una solucién no trivial (z1,...,%,) es una n-tupla que da una
combinacién lineal de Al,... A" igual a O, es decir, una relacion de dependen-

cia lineal entre las columnas de A. Asi pues, podemos resumir la descripcion

del conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones lineales homogéneas en una
tabla.

(a) Consiste en aquellos vectores X que dan relaciones lincales
g Al 4 2, AN =0
entre las columnas de A,

(b) Consiste en aquellos vectores X que son perpendiculares a los
renglones de A, esto es, X - A; =0 para todo 7.

(¢) Consiste en aquellos vectores X tales que W =10,

Se dice que los vectores Al,..., A" son linealmente independientes si,
dada cualquier combinacién lineal de ellos que sea igual a O, esto es,

AL s J AT = O,
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entonces necesariamente debemos tener que z; = 0 para todo § = 1,...,n.

Esto significa que no hay relaciones no triviales de dependencia lineal entre los
vectores Al,..., A™,

Ejemplo. Los vectores unitarios candnicos
Ef= (1,0, ;058 . 80, =0, -«;0;1)

de R™ son linealmente independientes. En efecto, sean z1, ..., z, nimeros tales
que
2B + 2, E" = 0.

El miembro de la izquierda de la igualdad es, precisamente, la n-tupla (zq1,...,
&yn). Siesta n-tuplaes O, entonces todas las componentes son 0, de manera que
z; = 0 para todo i. Esto prueba que Ejy,..., E, son linealmente independientes.

En el siguiente capitulo estudiaremos las nociones de dependencia e indepen-
dencia lineales en forma mas sistematica. Se mencionaron en esta parte sélo para
tener una tabla completa para las tres interpretaciones basicas de un sistema de
ecuaciones lineales, y para introducir la nocién en un caso concreto especial antes
de dar las definiciones generales en espacios vectoriales.

Ejercicio II, §6

1. (a) Sean A = (ai;) vy B = (bjx), y sea AB = C, donde C = (cix). Sea C* la
k-ésima columna de C. Exprese C* como una combinacién lineal de las columnas
de A. Describa con precisién cuales son los coeficientes que provienen de la
matriz B.

(b) Sea AX = C*, donde X es alguna columna de B. ;De qué columna se trata?




CAPITULO 1Il

Espacios vectoriales

Igual que siempre, una coleccién de objetos se llamara conjunto. Un miembro
del conjunto también se conoce como elemento del conjunto. En la practica
resulta itil emplear simbolos breves para denotar ciertos conjuntos. Por ejemplo,
denotamos con R el conjunto de todos los nimeros. Decir que “z es un nimero”
o que “z es un clemento de R” es lo mismo. Con R” se denotara el conjunto
de n-tuplas de ntimeros. Asi, “z es un elemento de R®” y “z es una n-tupla”
significan lo mismo. En vez de decir que u es un elemento de un conjunto S, con
frecuencia decimos que u pertenece a S, y escribimos u € S. Si S y S’ son
dos conjuntos y si todo elemento de S’ es un elemento de S, entonces decimos
que S’ es un subconjunto de S. Asi, el conjunto de nimeros racionales es un
subconjunto del conjunto de niimeros (rcales). Decir que S es un subconjunto
de §' es decir que S es parte de §'. Para denotar el hecho de que S es un
subconjunto de §’, escribimos S C §”.

Si §; y S, son conjuntos, entonces la interseccién de S y Sy, que se
denota con S1N Sz, es el conjunto de elementos que pertenecen tanto a Sy como
a Sy. La unién de S; y Sy, que se denota con S; U Sy, es el conjunto de
elementos que pertenecen a S; o a Sz.

I1, §1. Definiciones

En matematicas nos encontramos con varios tipos de objetos que se pueden
sumar y multiplicar por nimeros. Entre éstos se encuentran los vectores (de la
misma dimensién) y las funciones. Ahora resulta conveniente definir en general
una nocién que los incluya como un caso especial.
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Un espacio vectorial V es un conjunto de objetos que se pueden sumar y
multiplicar por ntmeros, de tal manera que la suma de dos elementos de V es
de nuevo un elemento de V', el producto de un elemento de V' por un nimero
es un elemento de V, y se satisfacen las siguientes propiedades:

EV 1. Dados los elementos u, v y w de V', tenemos

(u+v)+w=u+(v+w).

EV 2. Existe un elemento de V', que se denota con O, tal que
O+u=u+0=u
para todos los elementos u de V.
EV 3. Dado un elemento u de V', el elemento (—1)u es tal que

u+(—1u = 0.

EV 4. Para todos los elementos u y v de V, tenemos

U+v=v+u.
EV 5. Si ¢ es un niimero, entonces ¢(u + v) = cu + ¢v.
EV 6. Si a y b son dos nimeros, entonces (a + b)v = av + bv.
EV 7. Si a y b son dos ndmeros, entonces (ab)v = a(bv).
EV 8. Para todos los elementos v de V, tenemos que 1-u = u (en este

caso 1 es el ndmero uno).

Hemos empleado todas estas reglas al trabajar con vectores o con funciones,
pero deseamos ser mas sistematicos a partir de ahora, por lo que hemos hecho
una lista de tales reglas. En los ejercicios aparecen mas propiedades, las cuales
se pueden deducir facilmente de las que aparecen en esta lista y de ahora en
adelante se dardn por conocidas.

Las propiedades algebraicas de los elementos de un espacio vectorial arbitrario
son muy semejantes a las de los elementos de R*, R® o R™. En consecuencia, se
acostumbra denominar vectores también a los elementos de un espacio vectorial
arbitrario.

Si v y v son vectores (esto es, elementos del espacio vectorial arbitrario V'),
entonces la suma

u+(=1)v

usualmente se escribe u — v. También escribimos —v en lugar de (—1)v.
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Ejemplo 1. Fije dos enteros positivos m y 7. Sea V el conjunto de todas
las matrices de m x n. También denotamos V con Mat(m x n). Entonces V'
es un espacio vectorial. Es facil verificar que mediante nuestras reglas para la
adicién de matrices y para la multiplicacién de matrices por nimeros se satisfacen
todas las propiedades de la EV 1 a la EV 8. El hecho principal que hay que
observar en este caso es que la adicién de matrices esta definida en términos de las
componentes, y que para la adicién de componentes se satisfacen las condiciones
andlogas a las EV 1 a EV 4. Son propiedades estandar de los nimeros. Del
mismo modo, las propiedades EV 5 a EV 8 son ciertas para la multiplicacién de
matrices por nimeros, debido a que son ciertas las correspondientes propiedades
para la multiplicacién de nimeros.

Ejemplo 2. Sea V el conjunto de todas las funciones definidas para todos
los ntmeros. Si f y g son dos funciones, entonces sabemos cdmo formar su
suma f + ¢. Es la funcién cuyo valor en un nimero ¢ es F(t) + ¢(t). También
sabemos como multiplicar f por un nimero ¢. Es la funcién ¢f cuyo valor en
un ndmero ¢t es ¢f(t). Al trabajar con funciones, hemos usado repetidas veces
las propiedades EV 1 a EV 8. Ahora nos hemos dado cuenta de que el conjunto
de funciones es un espacio vectorial.

La funcién f tal que f(t) = 0 para todo ¢ es la funcién nula. Insistimos
en que la condicién es para todo ¢. Si una funcion tiene algunos de sus valores
iguales a cero, pero otros valores no son iguales a 0, entonces no es la funcién
nula. "

En la préctica, cierto nimero de propiedades elementales concernientes a la
adicién de elementos en un espacio vectorial resulta evidente, debido a la forma
concreta en que estd dado el espacio vectorial en términos de nimeros, tal como
se aprecia en los dos ejemplos anteriores. Ahora veremos en forma breve cémo
probar tales propiedades a partir de los axiomas.

Es posible sumar varios elementos de un espacio vectorial. Suponga que
queremos sumar cuatro elementos, digamos u, v, w y z. Primero sumamos
dos cualesquiera de ellos, luego un tercero y finalmente un cuarto elemento. Al
usar lasreglas EV 1 a EV 4 vemos que no importa en qué orden efectuemos las
sumas. Esta es exactamente la misma situacién que teniamos con los vectores.
Por ejemplo, tenemos

(u4v)+w) +z=(u+(v+w) +z
=((v+w)+u)+z
=(v+uw)+(utz), etc

Por ello se acostumbra eliminar los paréntesis y simplemente se escribe
ut+v+w+z.

Se aplica la misma observacién a la suma de cualquier niimero n de elementos
de V.
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Usamos 0 para denotar el nimero cero y O para denotar el elemento de
cualquier espacio vectorial V' que satisfaga la propiedad EV 2. También lo
llamamos cero, pero no hay posibilidad alguna de confusién. Observemos que el
elemento cero O queda determinado en forma tinica por la condicién EV 2. En
efecto, si

v4+w=w,

entonces, al sumar —v en ambos lados, se obtiene
—v+v+w=—-v+v=0,

y el miembro de la izquierda de la ignaldad es O4+w = w, de manera que w = O.
Observe que para cualquier elemento v de V', tenemos

Ovie= Ok

Demostracidn.
O=7F(=1w=1ql - 1)v = Ov,

En forma analoga, si ¢ es un nimero, entonces
cO=0.

Demostracién. Tenemos que ¢O = ¢(0O + Q) = ¢O + ¢O. Si sumamos —cO
a ambos miembros de la igualdad obtenemos cO = 0.

Subespacios

Sea V un espacio vectorial y sea W un subconjunto de V. Suponga que W
satisface las siguientes condiciones.

(i) Si v y w son elementos de W, su suma v+ w también es un elemento de
W.

(i1) Si v es un elemento de W y ¢ es un namero, entonces cv es un elemento
de W.

(iii) El elemento O de V' también es un elemento de W.

Entonces el propio W es un espacio vectorial. En efecto, las propiedades EV
1 a EV 8, al ser satisfechas por todos les elementos de V', también lo son por
los elementos de W . Decimos que IV es un subespacio de V.

Ejemplo 3. Sea V = R" y sea W el conjunto de vectores de V' cuya
ultima coordenada es igual a 0. Entonces 1V es un subespacio de V, al que
podriamos identificar con R*~ L.

Ejemplo 4. Sea A un vector de 3. Sea IV el conjunto de todos los
elementos B de R tales que B- A = 0, esto es, tales que B es perpendicular a
A. Entonces IV es un subespacio de R?. Para ver esto observe que O+ .4 =0,
de manera que O esta en W. Luego, suponga que B y € son perpendiculares
a A, Entonces

(B+C)-A=B-A+C-4A=0,
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por lo que B+ C también es perpendicular a A. Por dltimo, si 2 es un nimero,
entonces

(zB)-A==z(B-A)=0,

de manera que zB es perpendicular a A. Esto prueba que W es un subespacio
de R®.

En forma mas general, si A es un vector de R", entonces el conjunto de
todos los elementos B de R” tales que B-A =0 es un subespacio de R". La
prueba es la misma que en el caso en que n = 3

Ejemplo 5. Sea Sim(n x n) el conjunto de todas las matrices simétricas de
n x n. Entonces Sim(n x n) es un subespacio del espacio de todas las matrices
de nx n. En efecto, Si A y B son simétricas y ¢ es un nlimero, entonces A+ B
y ¢A son simétricas. La matriz nula también es simétrica.

Ejemplo 6. Si f y g son dos funciones continuas, entonces f + g es
continua. Si ¢ es un numero, entonces cf es continua. La funcién nula es
continua. En consecuencia, las funciones continuas forman un subespacio del
espacio vectorial de todas las funciones. :

Si f y g son dos funciones diferenciables, entonces su suma f + g es dife-
renciable. Si ¢ es un nimero, entonces cf es diferenciable. La funcién nula es
diferenciable. Por tanto, las funciones diferenciables forman un subespacio del
espacio vectorial de todas las funciones. Ademas, toda funcién diferenciable es
continua. Por consiguiente, las funciones diferenciables forman un subespacio
del espacio vectorial de las funciones continuas.

Ejemplo 7. Sea V un espacio vectorial y sean U y W subespacios. Deno-
tamos con U/ N W la interseccién de U y W, esto es, el conjunto de elementos
que pertenecen tanto a U como a W . Entonces U N W es un subespacio. Por
ejemplo, si U y W son dos planos en el espacio de 3 dimensiones que pasan por
el origen, entonces su interseccion, en general, serd una recta que pasa por el
origen, tal como se muestra en la figura 1.

Ejemplo 8. Sean U y W subespacios de un espacio vectorial V. Denota-
mos con
Uv+w

el conjunto de todos los elementos v + w, donde u € U y w € W. Dejamos
que el lector verifique que U + W es un subespacio de V, el que se dice estd
generado por U + W y que se conoce como la suma de [ y W
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Figura 1

Ejercicios III, §1

1. Sean A;,..., A, vectores de R". Sea W el conjunto de los vectores B de R"™
tales que B - A; = 0 para todo ¢t = 1,...,r. Muestre que W es un subespacio de
R™.

2. Muestre que los siguientes conjuntos de elementos de R? forman subespacios.

(2) El conjunto de todas las (z,y) tales que z =y.
(b) El conjunto de todas las (z,y) tales que z —y = 0.
(c) El conjunto de todas las (z,y) tales que z + 4y = 0.

3. Muestre que los signientes conjuntos de elementos de R® forman subespacios.
a) El conjunto de todas las (x,v, z) tales que z +y+ 2 =10.
] Y q
(b) El conjunto de todas las (z,y, z) talesque z =y y 2y = z.
{(c¢) El conjunto de todas las (z,y,z) tales que =z +y = 3z.

4. Si U y W son subespacios de un espacio vectorial V', entonces muestre que U NW
v U+ W son subespacios. ‘

5. Sea V' un subespacio de R™. Sea W el conjunto de elementos de R™ que son
perpendiculares a todo elemento de V. Demuestre que W es un subespacio de
R™. Este subespacio W a menudo se denota con V1 y se conoce como V perp,
o también como complemento ortogonal de V.

III, §2. Combinaciones lineales

Sea V' un espacio vectorial y sean vp,...,v, elementos de V. Diremos que
U,...,v, generan V' si, dado cualquier elemento v € V', existen nimeros
@y,...,&, tales que

U=axyvp 4+ T tp.
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Ejemplo 1. Sea Ej,...,E, el vector unitario en R" de manera que E;
tiene la componente 1 en el lugar ¢ y la componente 0 en todos los demas lugares.
Entonces Ei,...,E, generan R™. Prueba: dado X = (zi1,...,2z,) € R",

entonces ,
X = E xT; E,‘,
i=1

de manera que existen nimeros que satisfacen la condicién de la definicion.
Sea V un espacio vectorial arbitrario y sean vy, ..., v, elementos de V. Sean
£1,...,%, nimeros. A una expresién del tipo

11+ F+ Tatn

ge le conoce como combinacién lineal de vq,...,v,. A los nimeros 2i,...,2&,
se les llama entonces coeficientes de la combinacién lineal.

El conjunto de todas las combinaciones lineales de vy, ...,vn €3 UR subespacio

de V.

Demostracién. Sea W el conjunto de todas las combinaciones lineales men-
cionadas. Sean y;,...,y, numeros. Entonces

(#1014 -+ Tavp) + (1101 + -+ Yntn)
= (z1+y1)vy + -+ (Tn + Yn)va.
Asi, la suma de dos elementos de W de nuevo es un elemento de W, esto es,
una combinacién lineal de v1,...,v,. Ademas, si ¢ es un nimero, entonces
c(z1v1 + -+ Zptn) = X1V + -+ CTaVn

es una combinacién lineal de vy,...,¥n, ¥, en consecuencia, es un elemento de
W. Por dltimo,
O=0v + - +0v,

es un elemento de W . Esto prueba que W es un subespacio de V.

Se dice que el subespacio W que consiste en todas las combinaciones lineales
de v1,...,vn es el subespacio generado por vi,...,¥n.

Ejemplo 2. Sea v; un elemento no nulo de un espacio vectorial V', y sea
w cualquier elemento de V. Al conjunto de elementos

w -+t donde teR,

se le conoce como la recta que pasa por w en la direccién de v;. Ya hemos
trabajado con dichas rectas en el Capitulo I, §5. Si w = O, entonces la recta
que consiste en todos los miltiplos escalares tv;, donde ¢ € R, es un subespacio
generado por vy .

Sean v, ¥ vy elementos de un espacio vectorial V' y supongamos que ninguno
de ellos es un miltiplo escalar del otro. El subespacio generado por vy y vy se
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conoce como el plano generado por v; y vy. Consiste en todas las combinaciones
lineales

t1vy + a0y, donde t; y t; son nimeros arbitrarios.

Este plano pasa por el origen, tal como se aprecia al poner t; =3 = 0.

Plano que pasa

por el origen

Figura 2

Obtenemos la nocién mas general de un plano mediante la siguiente ope-
racidon. Sea S un subconjunto arbitrario de V. Sea P un elemento de V. Si
sumamos P a todos los elementos de §, entonces obtenemos lo que se conoce
como traslacién de S determinada por P. Consiste en todos los elementos
P+ v, donde v estaen S.

Ejemplo 3. Sean v; y vz elementos de un espacio vectorial V tales que
ninguno de ellos es miiltiplo escalar del otro. Sea P un elemento de V. Definimos
el plano que pasa por P, paralelo a v;,vs, como el conjunto de todos los
elementos

P+ tyuy +tovs,

donde t; y %5 son nlimeros arbitrarios. Esta nocidn de plano es andloga, con
dos elementos vy, vs, a la nocidn de recta parametrizada considerada en el
Capitulo I.

Advertencia. Usualmente dicho plano no pasa por el origen, como se aprecia
en la figura 3. Por tanto, ese plano no es un subespacio de V. Sin embargo, si
consideramos P = O, entonces el plano es un subespacio.
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253

Plano que no pasa
por el origen

Figura 3

Algunas veces es interesante restringir los coeficientes de una combinacién
lineal. En seguida damos algunos ejemplos.

Ejemplo 4. Sea V un espacio vectorial y sean v y u elementos de V.

Definimos el segmento de recta comprendido entre v y v-+u como el conjunto
de todos los puntos

v+ tu, 0<t<1.

En la signiente figura aparece ilustrado este segmento de recta.

VU
vl
[ Figura 4
Por ejemplo, si t = - entonces v + L4 es el punto medio entre v y v+ u.

En forma analoga, si t = %, v+ -—u es el punto que se encuentra a un tercio de
la distancia que hay entre v y v + u (Fig. 5).
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v+u v+

v v

Figura 5

Si v y w son elementos de V', sea u = w — v. Entonces el segmento de
recta comprendido entre v y w es el conjunto de todos los puntos v +tu, o

v+t(w—v), 0<t<l.

v+ L —v)

Figura 6

Observe que podemos volver a escribir la expresién para estos puntos en la forma
siguiente:
(1) (1—t)v +tw, D= =
y al hacer s=1—1¢, t =1— s, también la podemos escribir como

sv + (1 — s)w, 0<s<1.
Por 1ltimo podemos escribir los puntos de nuestro segmento de recta en la si-
guiente forma:
(2) tiv + taw donde t1,t2 >0 y t; +ig =1,
Ciertamente, al hacer t = {3 vemos que todo punto que se puede escribir en la

forma (2) satisface (1). Reciprocamente, hacemos t; = 1—1t y t; =t y vemos
que todo punto de la forma (1) se puede escribir en la forma (2).

Ejemplo 5. Sean v y w elementos de un espacio vectorial V. Supongamos
que ninguno es miltiplo escalar del otro. Definamos el paralegramo generado
por v ¥ w como el conjunto de todos los puntos

t1v + taw, 0<t; <1 para io=1.2.
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Esta definicidén estd claramente justificada, puesto que {1 es un punto del seg-
mento comprendido entre O y v (Fig. 7) y fow es un punto del segmento
comprendido entre O y w. Para todos los valores de t; y t3 que varian en
forma independiente entre 0 y 1, vemos geométricamente que #,v +taw describe
todos los puntos del paralelogramo

v+w

o+ w

tiv

Figura 7

Al considerar la traslacién del paralelogramo que se acaba de describir obte-
nemos el paralelogramo mas general (Fig. 8). Asi, si u es un elemento de V, la
traslacién mediante u del paralelogramo generado por v y w consiste en todos
los puntos

w4+t v+ taw, 0<t; <1 para b= 132,

ut+vtw

u+-v
u+w

/u
0
Figura 8

En forma similar, en dimensiones superiores, sean vy, vz y vz elementos de
un espacio vectorial V. Definamos la caja generada por estos elementos
como el conjunto de combinaciones lineales

tiv1 + tavg + 303 donde 0 =i £ 1.

Hagamos un dibujo en el que v;, vy y v3 se encuentren en posicién general:
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Figura 9

Puede haber casos degenerados que, un poco més adelante, nos conducirdn a la
nocién de dependencia lineal.

Ejercicios 1II, §2

1. Sean Aj,..., A, generadores de un subespacio V de R™. Sea W el conjunto de
todos los elementos de R™ que son perpendiculares a Ai,..., A,. Muestre que los
vectores de W son perpendiculares a todo elemento de V.

2. Dibuje el paralelogramo generado por los vectores (1,2) y (=1, 1) en R?.

3. Dibuje el paralelogramo generado por los vectores (2,-1) ¥ (1,3) en R2.

III, §3. Conjuntos convexos

Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V. Diremos que S es convexo si,
dados los puntos P y @ en S, el segmento de recta comprendido entre P y
estd contenido en S. En la figura 10, el conjunto de la izquierda es convexo. El
conjunto de la derecha no es convexo porque el segmento de recta comprendido
entre P y () no estd completamente contenido en S.

-

Conjunto convexo No convexo
Figura 10
Recordemos que el segmento de recta comprendido entre P y () consiste en

todos los puntos

(1 =P +tQ donde 0<t <1,
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Esto nos da un criterio simple para determinar si un conjunto es convexo © no
1o es.

Ejemplo 1. Sea S el paralelogramo generado por dos vectores v; y vy, de
manera que S es el conjunto de combinaciones lineales

tivy + tavg donde 0<t; <1,
Deseamos probar que S es convexo. Sean
P=tvy+tavy y  Q=si1v1+ 8202
puntos de S. Entonces
(1=t)P +tQ = (1 —t)(t1v1 + tava) -+ {5101 + s2v2)
= (L —t)tyv1 + (1 — t)tave +ts1v1 +is2v2
= T+ Tavs,
donde
ry=(1—1t)ty + s y re = (1 — )ty + 1s2.
Ademads tenemos que
0< (1=t +its; <(1—t)+t=1

Y

En consecuencia,
(1=1)P +1tQ = rivy + rove donde g ls

Esto prueba que (1—1)P+i(Q) est4 en el paralelogramo, el cual, por consiguiente,
es Convexo.

Ejemplo 2. Semiplanos. Considere una ecuacién lineal como la siguiente:
2z — 3y = 6.

Esta es la ecuacién de una recta como se muestra en la figura 11.

Figura 11
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Las designaldades
20 -3y <6 v 2e -3y >6

determinan dos semiplanos; uno de ellos se encuentra por debajo de la recta y
el otro por arriba, como se muestra en la figura 12.

o

-

L
=
st

i

=
Eo e
G

G

Figura 12

Sea A = (2,-3). Podemos —y deberiamos— escribir las ecuaciones lineales
en la forma

A-X>6 ¥ A-X <6,
donde X = (z,y). Como ejercicio 2, pruebe que todo semiplano es convexo.
Esto es intuitivamente claro a partir de la figura, al menos en R?, aunque su
demostracién deberd ser valida para la situacién andloga en R”.

Teorema 3.1. Sean Py,...,P, puntos de un espacio vectorial V. Sea §
el conjunto de todas las combinaciones lineales

Py
donde 0 <t; yti+ - -+1t, = 1. Entonces S es convexo.
Demostracion. Sean
P=t,Py+-- +1,P,

Q:SlP1+“‘+SnPn
donde 0 <¢;, 0 <5,y
o+t =1,

§1 +itik sy = L
Sea 0 <{ < 1. Entonces:

(1—t)P+l'Q:(1-—t)11P1++(1‘“t)tnpn
+tSlP1+"'+t5nPn
=[(1 =ty +ts))Pr+ -+ [(1 = t)t, + ts,] Pa.
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Tenemos que 0 < (1 —#)t; + ¢s; para todo ¢,y

(L=t +ts1+ -+ (1 —t)ty +1sn
=(1—=t)(t1+ - +ta)+t(s1+ -+ 5a)
=(1—t)+t
s

Esto prueba nuestro teorema.

En el siguiente teorema probaremos que el conjunto de todas las combinacio-
nes lineales

WP+ o+ By donde 0 < v ¥ Lot =1

es el minimo conjunto convexo que contiene a Pi,...,P,. Por gjemplo, su-
ponga que Py, P, y Pi son tres puntos del plano que no estin alineados.
Geométricamente es claro entonces que el minimo conjunto convexo que con-
tiene a estos tres puntos es el tridngulo que tiene estos puntos como vértices.

P,

P,

Figura 13

Por ello es natural considerar como definicién de tridngulo la siguiente propiedad,
valida en cualquier espacio vectorial.

Sean P,, P, y Ps tres puntos de un espacio vectorial V', que no estén
alineados. Entonces el tridngulo generado por estos puntos es el conjunto de
todas las combinaciones

1P + 1Py 4 t3Ps donde 0<t; Yy t1 +ta+13=1.

Cuando trabajamos con mds de tres puntos, el conjunto de combinaciones
lineales, como en el teorema 3.1, tiene el aspecto de la siguiente figura.
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Figura 14

Diremos que el conjunto convexo del teorema 2.1 es el conjunte convexo

generado por Pj,...,P,. Aunque no lo necesitaremos, el siguiente resultado
muestra que este conjunto convexo es el minimo conjunto convexo que contiene
todos los puntos Py,...,P,. El lector deberd omitir la prueba si no puede

manejar el argumento por induccién.

Teorema 3.2. Sean Py, ...,P, puntos de un espacio vectorial V. Cual-
quler conjunto convexo que contiene a Py, ..., P, también contiene todas las
combinaciones lineales

P+t Py

donde 0 < t; para todo i y t1+ -+ 1, = 1.

Demostracion. Se hard la prueba por induccién. Si n = 1, entonces #; =
1 y nuestro aserto es obvio. Supongamos que el teorema estd probado para
algin entero n — 1 > 1. Lo probaremos para n. Sean ti,...,f, nlimeros que
satisfacen las condiciones del teorema. Sea S’ un conjunto convexo que contiene
a P,...,P,. Debemos demostrar que S’ contiene todas las combinaciones
lineales

P+ o+ itn P

51 ¢, = 1, entonces nuestro aserto es trivial porque t; = -+ = #,_1 = 0.
Supongamos que t, # 1. Entonces la combinacién lineal ¢, Py + -+ 4 ¢, P, es
igual a
t, — 1
1-1,

t
(1‘*tn)(1—_1TP1+"+ Pn—1)+tnpn.

Sea ;
S; = —
: 1—1;
Entonces s; > 0y s1+---+s,_1 = 1, de manera que, por induccién, concluimos
que el punto

para i=1,...,n—1.

Q=5P++s8,_1P
estd en S'. Pero entonces

(1—tn)Q+tnPn:th1-f“'“-}-fnpn
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estd en S, por definicién de conjunto convexo, tal como se queria probar.
Ejercicios III, §3

1. Sea S el paralelogramo que consiste en todas las combinaciones lineales tyv1 +1p92,
donde 0 <t; <1y 0<% <1. Pruebe que § es convexo.

2. Sea A un vector no nulo de R" y sea ¢ un nimero fijo. Muestre que el conjunto
de todos los elementos X de R™ tales que A X > ¢ es convexo.

3. Sea S un conjunto convexo de un espacio vectorial. Si ¢ es un nimero, denote con
¢S el conjunto de todos los elementos cv, donde v estd en S. Demuestre que cS
es convexo.

4. Sean S; y Sz conjuntos convexos. Demuestre que la interseccion S1MS; es convexa.

5. Sea S un conjunto convexo en un espacio vectorial V. Sea w un elemento arbitrario
de V. Sea w+.S el conjunto de todos los elementos w+ v, con v en S. Demuestre
que w+ S es convexo.

1L, §4. Independencia lineal

Sea V un espacio vectorial y sean vy,...,un elementos de V. Diremos que
v1,...,Vn son linealmente dependientes si existen numeros aj,...,dn, NO
todos iguales a 0, tales que

a vy + o+ apv, = 0.

Si no existen tales nimeros, entonces decimos que v1, ..., v, son linealmente
independientes. En otras palabras, los vectores vi,...,v, son linealmente
independientes si, y sélo si, se satisface la siguiente condicion:

Sean ay,...,a, nimeros tales que

a1v1 + - + ann = 0;
entonces a; = 0 para todo 1 =1,...,n.
Ejemplo 1. Sea V =R" y considere los vectores

Eiz= (1,05 4,0)

En=(0,0,...,1).

Entonces E,..., E, son linealmente independientes. En efecto, sean ay,...,an
numeros tales que ;yEy + -+ ap B = O. Como

a1 By #+ o5+ anBn = (a1,..- ,8a),

se infiere que todo a; = 0.
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Ejemplo 2. Muestre que los vectores (1,1) y (—3,2) son linealmente
independientes.
Sean a y b dos nimeros tales que

a(1,1)+8(-3,2) = 0.
Al escribir esta ecuacién en términos de componentes, encontramos que
a—3b=0, a+26=0.
Este es un sistema de dos ecuaciones que resolvemos para @ y b. Al restar
la segunda ecuacién de la primera obtenemos —5b = 0, por lo que & = 0.

Sustituyendo en cualquier ecuacién emcontramos que a = 0. En consecuencia,
a y b son iguales a 0 y asi nuestros vectores son linealmente independientes.

Si los elementos vy,...,v, de V generan V y ademss son linealmente in-
dependientes, entonces se dice que {v1,...,vn} es una base de V. También
decimos que los elementos vy,...,v, constituyen o forman una base de V.

Ejemplo 3. Los vectores F1, ..., E, del Ejemplo 1 forman una base de R™.
Para probar esto tenemos que comprobar que son linealmente independientes,
lo cual ya se hizo en el Ejemplo 1, y que generan R". Dado un elemento

A = (ay,...,a,) de R", podemos expresar A como una combinacién lineal
A= alEl + "'+ﬂn.En,

de manera que, por definicion, Ey,..., B, generan R™ | por lo que forman una

base.

Sin embargo, hay muchas bases mas. Consideremos n = 2. Hallamos que
cualesquiera dos vectores que no sean paralelos forman una base de R*. Primero
consideremos un ejemplo.

U3

Uy

Si v1 ¥ vy son como aparecen en la

representacién, forman una base de R2.

Figura 15

Ejemplo 4. Muestre que los vectores (1,1) y (—1,2) forman una base de
R?.

Tenemos que demostrar que son linealmente independientes y que generan
RR?. Para probar la independencia lineal, suponga que a y b son nimeros tales
que

a(lr 1) +8(-1,2) = (010)
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Entonces

a—b=0, a+2b=0.
Al restar la primera ecuacién de la segunda se obtiene 36 = 0, de manera que
b = 0. Pero entonces, de la primera ecuacion, a = 0, lo que prueba que nuestros
vectores son linealmente independientes.

Luego, debemos mostrar que (1,1) ¥ (=1,2) generan RZ. Sea (s,t) un
elemento arbitrario de R%. Tenemos que mostrar que existen numeros T ¥ ¥
tales que

z(1,1) + y(—1,2) = (s,1).

En otras palabras, debemos resolver el sistema de ecuaciones

r— Yy=5s
z+ 2y = t.
De nuevo reste la primera ecuacion de la segunda. Encontramos que
3y=1t-—s,
y en consecuencia,
_t—s
= 3 !
y por ultimo,
t—s
r=y+s= 3 + s.

Esto prueba que (1,1) y (—1,2) generan R?, y concluye la prueba de que forman
una base de R*.

El resultado general para 2 se expresa en el siguiente teorema.
Teorema 4.1. Sean (a,b) y (¢,d) dos vectores de RZ.

(i) Son linealmente dependientes si, y s6lo si, ad —be = 0.
(ii) Si son linealmente independientes, entonces forman una base de R”.

Demostracién. Primero efectiela como ejercicio (vea el Ejercicio 4). Si el
lector no puede hacerlo, encontrara la prueba en la seccién de respuestas. Se
asemeja mucho al procedimiento del Ejemplo 4.

Sea V un espacio vectorial y sea {v1,. .. ,Un} una base de V. Los elementos
de V se pueden representar mediante n-tuplas con respecto a esta base, de la
manera siguiente. Si un elemento v de V' se escribe como combinacién lineal

v=21v ++ Tpln

de los elementos de la base, entonces se conoce a (z1,...,2a) como coorde-
nadas de v con Tespecto a nuestra base y a z; se le conoce como la i-ésima
coordenada. Las coordenadas con respecto a la base usual Ey,...,E, de R"
simplemente son las coordenadas tal como se definieron en el Capitulo I, §1.

Fl siguiente teorema muestra que s6lo puede haber un conjunto de coordena-
das para un vector dado.
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Teorema 4.2. Sea V un espacio vectorial. Sean vq,...,v, elementos
linealmente independientes de V'. Sean z1,...,%n ¥ ¥1,...,Yn DUmMeros tales
que

ziv1 + -+ EpUn = YaV1 F 0 T YnUn.
Entonces debemos tener que z; = y; paratodo i=1,... ,n.
Demostracion. Restemos el miembro derecho de la igualdad, del izquierdo.
Obtenemos
Z1v1 — Y1¥1 + - + ZTnln — Yan = O.
También podemos escribir esta relacién en la forma
(11— 4+ +(@n—y)on =0.

Por definicion, debemos tener z; — y; = 0 para todo ¢ = 1,...,n, con lo que se
ha probado nuestro aserto.
El teorema expresa el hecho de que, cuando un elemento se escribe como

combinacién lineal de vy,...,v,, entonces sus coeficientes z1,...,%, estan de-
terminados en forma tnica. Esto es cierto sélo cuando vy,...,v, son linealmente
independientes.

Ejemplo 5. Encuentre las coordenadas de (1,0) con respecto a los dos
vectores (1,1) y (—1,2).
Debemos encontrar niimeros a y b tales que
a(1,1) + 6(—-1,2) = (1,0).
Al escribir esta ecuacién en términos de coordenadas, encontramos
a—b=1, a+ 26 = 0.

Al resolver para a v b de la manera usual se obtiene b = w% AR =
tanto las coordenadas de (1,0) con respecto a (1,1) y (—1,2) son (£, —

Por

TS

=)
Ejemplo 6. Las dos funciones ¢! y e?* son linealmente independientes.
Para probar esto, suponga que existen ntimeros a y b tales que

aet + be?t =0
(para todos los valores de ¢). Derive esta relacidn. Obtenemos
ae’ + 2be®* = 0.

Restemos la primera relacién de la segunda. Obtenemos be! = 0 y, por tanto,
b =0. A partir de la primera relacidn, se infiere que ae® =0 y en consecuencia,
a =0, por lo que e’ y e?" son linealmente independientes.

Ejemple 7. Sea V el espacio vectorial de todas las funciones de una variable
t. Sean fi,..., fn, n funciones. Decir que son linealmente dependientes es decir
que existen n numeros ay,...,4a,, no todos iguales a 0, tales que

a1fit) + -+ anfalt) =0

para todos los valores de .
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Advertencia. Queremos hacer énfasis en que la dependencia lineal para
funciones significa que se cumple la relacién anterior para todos los valores de ¢.
Por ejemplo, considere la relacién

asent + bcost = 0,

donde a y b son dos ntimeros fijos que no son nulos simultdneamente. Puede
haber algunos valores de ¢ para los cuales se satisfaga la ecuacién anterior. Por
ejemplo, si a # 0, entonces podemos resolver

sent b
cost  a’
o, en otras palabras, tant = b/a para obtener al menos una solucién. Sin

embargo, la relacién anterior no se puede cumplir para todos los valores de t y,
en consecuencia, sent y cost son linealmente independientes como funciones.

Ejemplo 8. Sea V el espacio vectorial de funciones generado por las dos
funciones €' y 2. Entonces las coordenadas de la funcién
3¢’ + et
con respecto a la base {e?, e’} son (3,5).

Existe otra forma conveniente para expresar la independencia lineal al traba-
jar con dos vectores v y w.

Teorema 4.3. Sean v y w elementos de un espacio vectorial V. Son
linealmente dependientes si, y sélo si, uno de ellos es un muiltiplo escalar del
otro, esto es, existe un nimero ¢ # 0 tal que tenemos v = cw o bien w = cv.

Demostracion. Se deja como ejercicio; refiérase al Ejercicio 5.

En vista de este teorema, la condicién impuesta en varios ejemplos de la
geccién anterior se podria formular en términos de dos vectores que sean lineal-
mente independientes.

Ijercicios IIL, §4

I. Demuestre que los siguientes vectores son linealmente independientes.

(a) (1,1,1) y (0,1,-2) (b) (1,0) ¥ (1,1)

(¢) (—1,1,0) ¥ (07172) (@) (2,-1) y (1,0)

(e) (m,0) y (0,1) 1) (1,2) ¥y (1,3)

(g) (1,1,0),(1,1,1), () (0,1,1,),(0,2,1)
A (011!_1) f (1!5=3)

2. Bxprese el vector X dado, como combinacién lineal de los vectores A y B dados
y encuentre las coordenadas de X con respectoa A y B.
(a) X =(1,0), A=(1,1), B =(0,1)
(b) X =(2,1), A= (1,-1), B=(1,1)
(¢) X =(1,1), A= (2,1), B=(-1,0)
(d) X = (4,3), Am(2,1,), = (-1,0)
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3

4.

5,

10.

11.
12.
13.

14.

16.

. Encuentre las coordenadas del vector X con respecto a los vectores A, B y C.
(a) X =(1,0,0), A=(1,1,1), B =(-1,1,0), ¢ =(1,0,-1)
(b) X =(1,1,1), A=(0,1,-1), B =(,1,0), C=(1,0,2)

() X =(0,0,1), A=(1,1,1), B=(-1,1,0), C=(1,0,-1)

Sean (a, b) y (c, d) dos vectores de R?.

(i) Si ad — bc # 0, demuestre que son linealmente independientes.
(ii) Si son linealmente independientes, muestre que ad — be # 0.
(iii) Si ad — bec 3 0, entonces demuestre que forman una base de R?.

(a) Sean v y w elementos de un espacio vectorial. Si v y w son linealmente
dependientes, muestre que existe un nimero ¢ tal que w = ¢v, o bien, v = cw.

(b) Reciprocamente, sean v y w elementos de un espacio vectorial y suponga que
existe un nimero ¢ tal que w = ¢v. Demuestre que v y w son linealmente
dependientes.

. Sean Ai,..., A, vectores de R™ y suponga que son mutuamente perpendiculares;

en otras palabras, A; L A; si ¢ # j. Suponga ademés que ninguno de ellos es O.
Pruebe que son linealmente independientes.

. Considere el espacio vectorial de todas las funciones de una variable t. Muestre

que las siguientes parejas de funciones son lineamente independientes.
(a) 1, (b) t,#* (o) t,t* (d) e',t {e) te',e®t (f) sent,cost
(g) f,sent (h) sent, sen2t (i) cost, cos3t

. Considere el espacio vectorial de las funciones definidas para t > 0. Demuestre que

las siguientes parejas de funciones son linealmente independientes.
(a) £,1/t (b) €', logt

. ;Cuales son las coordenadas de la funcién 3sent+ 5cost = f(f) con respecto ala

base {sent,cost}?

Sea D la derivada d/dt. Sea f(t) tal como aparece en el Ejercicio 9. ;Cuiles
son las coordenadas de la funcién Df(t) con respecto a la base que aparece en el
Ejercicio 97

En cada uno de los siguientes casos, exhiba una base para el espacio indicado y
pruebe que es una base.

Fl espacio de las matrices de 2 x 2.

El espacio de las matrices de m x n.

El espacio de las matrices de m X n cuyas componentes son todas iguales a 0,
exceptuando, posiblemente, las componentes diagonales.

Las matrices superiormente triangulares, esto es, matrices del siguiente tipo:
11 a12 - Q1n
0 ax -+ azn
L S AR - Y

. (a) El espacio de las matrices simétricas de 2 x 2.

(b) El espacio de las matrices simétricas de 3 x 3.
I’l espacio de las matrices simétricas de n X m.
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III, §5. Dimensién

Nos planteamos la siguiente pregunta: ;podemos encontrar tres elementos lineal-
mente independiente en R?? Por ejemplo, ;los elementos

A=(1,2), B =(-5,7), C =(10,4)
son linealmente independientes? Si el lector desarrolla las ecuaciones lineales que
expresan la relacién
zA+yB +z2C = 0,
encontrara que puede resolverlas para 2, y y z no iguales a 0. A saber, estas

ecuaciones son:
z — 5y + 10z = 0,

2z + Ty + 4z =0.
Este es un sistema de dos ecuaciones homogéneas con tres incégnitas y sabemos,
por el Teorema 2.1 del Capitulo IT, que podemos encontrar una solucién no
trivial (z,v,2) distinta de cero. En consecuencia, A, B y C son linealmente
dependientes.

En un momento veremos que éste es un fendmeno general. En R"™ no podemos
encontrar mas de n vectores linealmente independientes. Mas ain, veremos que
cualesquicra n elementos de R™ linealmente independientes deben generar a
R” y, en consecuencia, deben formar una base. Por iltimo, veremos también
que, si una base de un espacio vectorial tiene n elementos y otra base tiene m
elementos, entonces, m = n. En pocas palabras, dos bases deben tener el mismo
ntimero de elementos. Esta propiedad nos permitira definir la dimensién de
un espacio vectorial como el niimero de elementos de cualquier base. Ahora
desarrollaremos estas ideas en forma sistematica.

Teorema 5.1. Sea V un espacio vectorial y supongamos que {v1,...,vm}
generan V. Sean ws,...,w, elementos de V y supongamos que n > m.
Entonces wy, ..., w, son linealmente dependientes.

Demostracién. Como {v1,...,vm} genera V, existen nimeros (a;;) tales que
podemos escribir

wi a11v1 + o+ CmiUm

Wp = A1p¥1 + -+ CmnUm-
Si xq,...,T, son nimeros, entonces

1w + -+ Tawy
= (mlall et mnaln)vl T ik (-'L'laml B G mnamn)vm

(basta sumar los coeficientes de vy, ..., vm verticalmente hacia abajo). Conforme
al Teorema 2.1 del Capitulo II, el sistema de ecuaciones

z1a1; + -+ Zptin =0

Z1dmy1 + - F Tnlmn = 0
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tiene una solucién no trivial, debido a que n > m. En vista de la observacion
anterior, dicha solucién (z1,...,z,) es tal que

1wy + -+ Tpw, =0,

como se deseaba.

Teorema 5.2. Sea V un espacio vectorial y supongamos que una base tiene
n elementos y que otra tiene m elementos. Entonces m =n.

Demostracion. Apliquemos el Teorema 5.1 a las dos bases. El Teorema 5.1
implica que tanto n > m como m > n son imposibles y, en consecuencia, m = n.

Sea V' un espacio vectorial que tiene una base consistente en n elementos.
Diremos que n es la dimensién de V. 51 V' consta solo del O, entonces V' no
tiene base y diremos que V' tiene dimensién 0.

Ahora podemos reformular las definiciones de recta y plano en un espacio
vectorial arbitrario V. Una recta que pasa por el origen simplemente es un
subespacio de una dimensién. Un plano que pasa por el origen simplemente
es un subespacio de dos dimensiones.

Una recta arbitraria se obtiene como la traslacién de un subespacio de una
dimensién. Un plano arbitrario se obtiene como la traslacidén de un subespacio
de dos dimensiones. Cuando una base {v;} ha sido seleccionada para un espacio
de una dimensidn, entonces los puntos de una recta se expresan en la forma usual

P +1t1v;  con todos los nlimeros posibles ;.

Cuando se ha seleccionado una base {v1, va} para un espacio de dos dimensiones,
los puntos de un plano se expresan en la forma

P+ tyv; + tovs con todos los nimeros posibles ;1,15

Sea {v1,...,v,} un conjunto de elementos de un espacio vectorial V. Sea r
un entero positivo < n. Diremos que {v1,...,v,} es un subconjunto maximal
de elementos linealmente independientes si vy, ..., v, son linealmente indepen-
dientes y si, ademads, dado cualquier v;, donde i > r, los elementos v1,..., 7.,
v; son linealmente dependientes,

El siguiente teorema nos da un 1til criterio para determinar cuando un con-
junto de elementos de un espacio vectorial es una base.

Teorema 5.3. Sea {v1,...,vn} un conjunto de generadores de un espacio
vectorial V. Sea {v1,...,v,} un subconjunto maximal de elementos lineal-
mente independientes. Entonces {vy,...,v.} es una base de V.

Demostracién. Debemos probar que vi,...,v, generan V. Primero proba-
remos que cada v; (para i > r) es una combinacién lineal de vy,...,v.. Por
hipétesis, dado v;, existen nimeros z1,...,2,, ¥, no todos iguales a 0, tales que

vy + -+ v - yv; = O
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Ademas y # 0, porque de otro modo tendriamos una relacién de dependencia
lineal para vy, ...,v,. De manera que podemos despejar v;, a saber,

Iy Ty
Vil — U 45Uy
-y -y
con lo que se demuestra que v; es una combinacién lineal de vy, ..., v, .
Luego, sea v cualquier elemento de V. Existen ntimeros ¢y, ...,¢, tales que
v =cC1vy + o+ Cptiy.

En esta relacién podemos reemplazar cada v;(i > r) por una combinacién lineal

de vy,...,v.. Si hacemos esto y luego agrupamos términos, encontraremos que
hemos expresado v como una combinacién lineal de vq,. .., v.. Esto prueba que
v1,...,Y generan V y, por tanto, forman una base de V.

Daremos ahora criterios que nos permitan decir cuando los elementos de un
espacio vectorial constituyen una base.

Sean vy, ..., v, elementos linealmente independientes de un espacio vectorial
V. Diremos que forman un conjunto maximal de elementos de V lineal-
mente independientes si, dado cualquier elemento w de V', los elementos

w,vy, ..., v, son linealmente dependientes.

Teorema 5.4. Sea V un espacio vectorial y sea {vy,...,v,} un com-

junto maximal de elementos de V linealmente independientes. Entonces

{v1,..-,n} es una base de V.

Demostracion. Ahora debemos demostrar que vy, ..., v, generan V', esto es,
que todo elemento de V' se puede expresar como una combinacién lineal de
U1,...,Un. Sea w un elemento de V. Los elementos w, v1,...,v, de V' deben
ser linealmente dependientes, por hipdtesis, de modo que existen nimeros zg,
Z1,...,&n, no todos iguales a 0, tales que

Zow + 2101 + -+ @nvy = O,

No podemos tener &g = 0, ya que, si ése fuera el caso, obtendriamos una relacion

de dependencia lineal entre vy,...,v,. Por consiguiente, podemos despejar w
en términos de vy,...,v, , a saber,
Ty Tn
W= ——Y] — o — —,
o ]
Esto prueba que w es una combinacién lineal de vy,...,v,, ¥ que {v1,...,v,}
es una base.
Teorema 5.5. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sean vy, ..., v,
elementos de V' linealmente independientes. Entonces vy,...,v, constituyen

una base de V.

Demostracién. Conforme al Teorema 5.1, {v;,...,v,} es un conjunto maxi-
mal de elementos de V linealmente independientes. En consecuencia, es una
base por el Teorema 5.4.
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Teorema 5.6. Sea V un espacio vectorial de dimensidn n y sea W un
subespacio, también de dimensién n. Entonces W =V,

Demostracién. Una base para W también debe ser una base para V.

Teorema 5.7. Seca V un espacio vectorial de dimension n. Sea 7 un

entero positivo, donde r < n, y sean uy,...,v, elementos de V linealmente
independientes. Entonces se pueden encontrar elementos v,y1,...,v, tales
que

{1)1,...,1)“}

es una base de V.

Demostracién. Como r < n, sabemos que {v1,..., .} no puede formar una
base de V' y, por tanto, no puede ser un conjunto maximal de elementos de V'
linealmente independientes. En particular, podemos encontrar v,4; en V' tal
que

V1y.0 oy Urg1
son linealmente independientes. Si r+1 < n, entonces podemos repetir el argu-
mento. Asi podemos proceder paso a paso (por induccién) hasta que obtenemos
n elementos linealmente independientes {v,...,v,}. Estos deben ser una base,
por el Teorema 5.4, y nuestro corelario queda probado.

Teorema 5.8. Sea V un espacio vectorial que tiene una base que consta
de n elementos. Sea W un subespacio que no consta sélo del O. Entonces
W tiene una base y la dimensién de W es < n.

Demostracion. Sea 1w un elemento no nulode W. 8i {w1} no es un conjunto
maximal de elementos de W linealmente independientes, entonces podemos en-
contrar un elemento ws de W tal que w; ¥ wy son linealmente independientes.
Procediendo de esta manera, un elemento cada vez, debe haber un entero m < n
tal que podemos encontrar elementos wy, wa, . .., Wy linealmente independientes
v tales que

{wi, ..., wm}
es un conjunto maximal de elementos de W linealmente independientes (por el
Teorema 5.1 no podemos continuar encontrando en forma indefinida elementos
linealmente independientes, y el nimero de tales elementos es, a lo mas, n). Si
ahora usamos el Teorema 5.4, concluimos que {wi,...,w,,} es una base para

w.
Ejercicios III, §5

1. {Cuél es la dimensién de los siguientes espacios? (Consulte los ejercicios 11 a 16 de
la seccidn anterior):
(n) Las matrices de 2 x 2. (b) Las matrices de m X n.




108 Espacios vectoriales [I11, §6]

{c¢) Las matrices de » X n cuyas componentes son todas iguales a 0, exceptuando
posiblemente las de la diagonal.

(d) Las matrices superiormente triangulares de n x n.

(e) Las matrices simétricas de 2 x 2.

(f) Las matrices simétricas de 3 x 3.

(g) Las matrices simétricas de n x n.

2. Sea V un subespacio de R?. ;Cudles son las posibles dimensiones de V7 Muestre
que, si V # R? | entonces o bien V = {0}, o V es una recta que pasa por el origen.

3. Sea V un subespacio de R®. ;Cuales son las posibles dimensiones de ¥V'7 Muestre
que, si V # R?, entonces, o bien V = {0}, o V es una recta que pasa por el
origen, o V es un plano que pasa por el origen.

ITL, §6. El rango de una matriz

Sea
d11 - Qi

A=
@mi - Gmn

una matriz de m x n. Las columnas de A generan un espacio vectorial, que
es un subespacio de R™. La dimensién de ese subespacio se llama rango por
columnas de A. En vista'del Teorema 5.4, el rango por columnas es igual al
niimero maximo de columnas linealmente independientes. En forman anéloga,
los renglones de A generan un subespacio de R™ y la dimensién de este subes-
pacio se conoce como rango por renglones. De nuevo por el Teorema 5.4, el
rango por renglones es igual al niimero mdximo de renglones linealmente inde-
pendientes. Mas adelante probaremos que estos dos rangos son iguales entre si.
Daremos dos pruebas; la primera, de esta seccion, depende de ciertas operacio-
nes por renglones y por columnas de una matriz. Posteriormente daremos una
prueba mds geométrica empleando la nocién de perpendicularidad.

Definimos el espacio de renglones de A como el subespacio generado por
los renglones de 4. Definimos el espacio de columnas de A como el subespacio
generado por las columnas.

Considere las siguientes operaciones por renglones de una matriz.

Renglén 1. Sumar un miltiplo escalar de un renglén a otro.
Renglén 2. Intercambiar renglones.
Renglén 3. Multiplicar un renglén por un escalar no nulo.

Ilstas se conocen como operaciones por renglones (algunas veces como opera-
ciones elementales por renglones). Tenemos operaciones semejantes para las
columnas, las que se denotaran con Col 1, Col 2 y Col 3, respectivamente.
Fstudiaremos el efecto de estas operaciones sobre los rangos,
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Observe primero que cada una de las operaciones anteriores tiene una ope-
racién inversa en el sentido de que, efectuando operaciones similares, podemos
regresar a la matriz original. Por ejemplo, cambiemos una matriz A sumando
¢ veces el segundo renglén al primero. Obtenemos una nueva matriz B cuyos
renglones son

By = A1+ cAq, Ao, ..., Ay

Si ahora sumamos —cAy al primer renglén de B, obtenemos otra vez A4;. Se
puede aplicar un argumento semejante a dos renglones cualesquiera.

Si intercambiamos dos renglones y luego los intercambios de nuevo, volvemos
a obtener la matriz original.

Si multiplicamos un renglén por un nimero ¢ # 0, entonces, al multiplicar
de nueve por ¢!, se obtiene el renglén original.

Teorema 6.1. Las operaciones por renglones y columnas no cambian el
rango por renglones de una matriz, asi como tampoco el rango por columnas.

Demostracién. Observemos primero que al intercambiar renglones de una ma-
triz no se afecta el rango por renglones, puesto que el subespacio generado por
los renglones es el mismo, sin importar en qué orden consideramos los renglones.

Luego suponga que sumamos un miltiplo escalar de un renglén a otro. Man-
tendremos la notacién que usamos antes del teorema, de manera que los nuevos
renglones son

By = Ay +cAq, Ag, ... Am.

Cualquier combinacién lineal de los renglones de B, a saber, cualquier combi-
nacién de
BI)AQs“'JAm

también es una combinacién lineal de A, As,..., 4, . En consecuencia, el es-
pacio de los renglones de B est4 contenido en el espacio de los renglones de A.
Por tanto, por el Teorema 5.6 tenemos

rango por renglones de B < rango por renglones de A.

Como A también se obtiene de B mediante una operacion similar, obtenemos
la desigualdad inversa

rango por renglones de A < rango por renglones de B.

Por tanto, estos dos rangos por renglones son iguales.

Tercero, si multiplicamos un renglén A; por ¢ # 0, obtenemos el nuevo
renglén cA;. Pero A; = ¢~Y(cA;), de manera que los espacios de renglones de la
matriz A y los de la nueva matriz obtenida al multiplicar.el renglén por ¢ son
iguales. Asi, la tercera operacién tampoco cambia el rango por renglones.
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Podriamos haber dado el argumento anterior para cualquier par de renglones
Ai, A;j(i # j), de manera que hemos probado que las operaciones por renglones
no cambian el rango por renglones.

Ahora probaremos que no cambia el rango por columnas.

Considere de nuevo la matriz obtenida al sumar un multiplo escalar del segundo
renglén al primero:

a11+caz aja+casn -0 Gin +Caan
az a2z e a2n
B= .
Gm1 Am2 e Amn
Sean B!,...,B" las columnas de esta nueva matriz B. Veremos que la relacién

de dependencia lineal entre las columnas de B es precisamente la misma que la
relacién de dependencia lineal entre las columnas de A. En otras palabras:

Un vector X = (z1,...,%n) da una relacion de dependencia lineal

2B Lot zgBt =0

entre las columnas de B si, y sélosi, X da una relacién de dependencia lineal

z1A' 42, A" =0

enire las columnas de A.

Demostracion. A partir del Capitulo II, seccién §2, sabemos que una relacién
de dependencia lineal entre las columnas se puede escribir en términos del pro-
ducto interior con los renglones de la matriz. Asi, suponga que tenemos una
relacion

2B 4.+ 2, B" = 0.
Esto es equivalente al hecho de que
X -B; =0 para 11 .m.
Por consiguiente,
X-(A1+CA2):0, oo =0 45y X -A,=0.
La primera ecuacién se puede escribir de la siguiente manera:
X Aj+cX - A3 =0.
Como X - Ay = 0, concluimos que X - A; = 0. En consecuencia, X es per-
pendicular a los renglones de A y, por tanto, X da una relacién lineal entre las
columnas de A. El reciproco se prueba de manera semejante.

El enunciado anterior prueba que, si » columnas de B son linealmente inde-
pendientes, entonces r columnas de A también son linealmente independientes,
y reciprocamente. Por consiguiente, A y B tienen el mismo rango por columnas.

Dejamos que el lector verifique que las otras dos operaciones por renglones
no cambian Jos rangos por columnas.

Del mismo modo se prueba que las operaciones por columnas no cambian el

rango por renglones. La situacién es simétrica entre renglones y columnas. Esto
concluye la prueba del teorema.
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Teorema 6.2. Sea A una matriz de rango por renglones igual a r. Me-
diante una sucesidn de operaciones por renglones y por columnas, la matriz se
puede transformar en la matriz que tiene por componentes a 1 en la diagonal
de los primeros r renglones y columnas y 0 en las demas componentes,

0 0
0 1 i Mo
5} [d ot M
00 .-« 000

En particular, el rango por renglones es igual al rango por columnas.

Demostracién. Suponga que r # 0, de manera que la matriz no es la matriz
nula. Alguna componente no es igual a cero. Después de intercambiar renglo-
nes y columnas, de ser necesario, podemos suponer que esta componente estd
en la esquina superior izquierda, esto es, esta componente es igual a ajq # 0.
Ahora descendemos por la primera columna; multipliquemos el primer renglén
por asifaiq y restémoslo del segundo renglén. Entonces obtenemos una matriz
gue tiene 0 en el primer lugar del segundo renglén. Luego multipliquemos el
primer renglén por asi/ay; y restémoslo del tercer renglén. Entonces nuestra
nueva matriz tiene la primera componente igual a 0 en el tercer renglén. Proce-
diendo de la misma manera, podemos transformar la matriz de manera que sea
de la forma

@11 d12 - Gip
0 @22 -+ dan
0 Im2 - Gmn

Después, restemos muiltiplos apropiados de la primera columna, de la segunda,
de la tercera,. .., de la n-ésima columna para obtener ceros en el primer renglén.
Isto transforma a la matriz en una matriz del siguiente tipo:

ai 0 N 0
0 axx - ao
0 amz -+ @mn

Ahora tenemos una matriz de (m — 1) x (n — 1) en la parte inferior de la
derecha. Si efectuamos operaciones por renglones y columnas en todas partes
oxcepto en el primer renglén y en la primera columna, entonces, primero, no
modificamos laprimeracomponente ay ;ysegundo, podemosrepetir el argumento,
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con elobjeto de obtener una matriz de la forma siguiente:

a; O 0o --- 0
0 ans 0 0
0 0 as - ass
0 0 @mz **° Gmn

Procediendo paso a paso mediante induccién llegamos a una matriz de la forma

aii 0 rer 0 0
0 Qg9 - 0 :
.0 0 st Qg
0 0 ons 0 B
cuyos elementos diagonales ai1,...,a,, son # 0. Dividamos el primer renglén
entre ay, el segundo entre azz, etc. Entonces obtendremos una matriz
10 -+ 00
0 1% 44
o 5 ]
0 0 -~ 00

Por tanto, tenemos la matriz unitaria de s X s en la esquina superior de la
izquierda y ceros en todo lo demés. Como las operaciones por renglones y por
columnas no cambian el rango por renglones o por columnas, se infiere que r = §
y también que el rango por renglones es igual al rango por columnas. Esto prueba
el teorema.

Puesto que hemos probado que el rango por renglones es igual al rango por
columnas, podemos ahora omitir “renglones” o “columnas” y solo hablar del
rango de una matriz. Asi, por definicién, el rango de una matriz es igual a la
dimensidn del espacio generado por los renglones.

Observacién. Aunque el procedimiento sistematico suministra un método
efectivo para encontrar el rango, en la practica usualmente se buscan atajos para
obtener tantos ceros como sea posible al efectuar las operaciones por renglones
y por columnas, de manera que en algin punto sea obvio cudl es el rango de la
matriz.

Por supuesto, también se puede emplear el simple mecanismo de las ecuacios
nes lineales para encontrar el rango.

Ejemplo. Encuentre el rango de la matriz

A E |
0 1 -1/°
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Sélo hay dos renglones, de manera que el rango es a lo més igual a 2. Por otro

lado, las dos columnas
2 1
0 { 1

Son linealmente independientes ya que si a y b son niimeros tales que

(o)) (o)

entonces
2a+0=0,
b= 1,
de manera que a = 0. Por consiguiente, las dos columnas son linealmente

independientes y el rango es ignal a 2.

Maés adelante también veremos que los determinantes dan una forma de com-
putacidn para determinar cuando los vectores son linealmente independientes y,
por tanto, se pueden usar para determinar el rango.

Ejemplo. Encuentre el rango de la siguiente matriz.

1 2 -3
2 10
-2 -1 3
-1 4 -2

Restemos dos veces la primera columna de la segunda y sumemos 3 veces la
primera columna a la tercera. Esto da

1 0 0
2 -3 6
-2 3 =3
=1 6 =5

Sumemos 2 veces la segunda columna a la tercera. Esto da

1 00
2 =3,0
—2 N 138 3
-1 6 7

Ilsta matriz estd escrita en la forma escalonada por columnas y se ve de inme-
dinto que los primeros tres renglones o columnas son linealmente independientes.
Clomo #6lo hay tres columnas, se infiere que el rango es igual a 3.
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Ejercicios III, §6

1. Encuentre el rango de las siguientes matrices.

(@ (3 : 3) ® (7 ] I?)

1 -3
1 2 7 -1 =2 3
(c) (2 4 —1) {4 . Wz 12
0 0 0
-1 0 1
(e) (g _‘;) () ( 0 2 3)
0o 0 7
2 0l 0 _i m; “g
(8 | -5 1 2 (h) _
e 4 8 —12
1 -1 5
1€ 1. OF gl
1) 1 2 2¥1
3 A 3
2. Sea A una matriz triangular
@11 B13 Gt @in
0 @2 -+ aon
0 0 - anp

Suponga que ninguno de los elementos diagonales es igual a 0. ;Cudl es el
rango de A7

3. Sea A una matriz de m xn y sea B una matriz de n x v, de manera que podemos
formar el producto AB.
(a) Demuestre que las columnas de AB son combinaciones lineales de A. Por tanto,
pruebe que
rango de AB < rango de A.

(b) Pruebe que rango de AB < rango de B. [Sugerencia: Use el hecho de que
rango de AB = rango de ‘(AB), y que rango de B = rango de ‘B.]




CAPITULO IV

Aplicaciones lineales

Primero definiremos el concepto general de aplicacidn, que a su vez generaliza, el
concepto de funcién. Entre las aplicaciones, las lineales son las mas importan-
tes. Una buena parte de las matemdticas se dedica a reducir problemas sobre
aplicaciones arbitrarias a aplicaciones lineales, ya que éstas resultan interesantes
por si mismas, ademds de que muchas aplicaciones son lineales. Por otra parte,
a menudo es posible aproximar una aplicacién arbitraria mediante una lineal,
cuyo estudio es mucho mas sencillo que el estudio de la aplicacién original. Esto
se hace en el cdlculo de varias variables.

IV, §1. Aplicaciones

Sean S y S’ dos conjuntoes. Una aplicacién de S en S’ es una asociacién tal
que a todo elemento de S le asocia un elemento de S’. En lugar de decir que F
es una aplicacién de § en S’, a menudo escribiremos los simbolos F: 8§ — S'.
A una aplicacion también se le conoce como transformacién.

Una funcién es un tipo especial de aplicacidén, a saber, es una aplicacidn de
un conjunto en el conjunto de nimeros, es decir, en R.

Fxtendemos a las aplicaciones algunos de los términos que hemos usado para
funciones. Por ejemplo, si T: 5 — £’ es una aplicacién, y si u es un elemento
de S, entonces denotamos con T(u), o Tu, el elemento de S’ asociado a u
mediante T'. Decimos que T(u) es el valor de T en u, o también que es la
imagen de u bajo T'. Los simbolos T'(u) se leen como “7T' de u”. Al conjunto
de todos los elementos T'(u), cuando u varia sobre todos los elementos de S,
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se le conoce como la imagen de T'. Si W es un subconjunto de S, entonces el
conjunto de elementos T'(w), cuando w varia sobre todos los elementos de W,
recibe el nombre de imagen de W bajo T' y se denota con T(W).

Sea F:S — S’ una aplicacién de un conjunto S en un conjunto S’. Si z es
un elemento de S, con frecuencia escribimos

z— F(z)

con una flecha especial — para denotar la imagen de « bajo F'. Asi, por ejemplo,
hablariamos de la aplicacién F tal que F(z) = z* como la aplicacién z +— z2.

Ejemplo 1. Para cualquier conjunto S tenemos la aplicacién identidad
I:5 — S. Se define mediante I(z) = = para todo z.

Ejemplo 2. Sean S y S’ igualesa R. Sea f:R — R la funcién f(z) = z?
(es decir, la funcién cuyo valor en un nimero z es z?). Entonces f es una
aplicacién de R en R. Su imagen es el conjunto de nimeros > 0.

Ejemplo 3. Sea S el conjunto de ntimeros > 0 y sea S' = R. Sea
¢: S — §' la funcidn tal que g(z) = /2. Entonces g es una aplicacién de S en
R.

Ejemplo 4. Sea S el conjunto de funciones que tienen derivadas de todos
los érdenes en el intervalo 0 < ¢ < 1 y sea S’ = S. Entonces la derivada
D = dfdt es una aplicacién de S en S. En realidad, nuestra aplicacién D
asocia la funcién df /dt = Df ala funcién f. Conforme a nuestra terminologia,
DFf es el valor de la aplicacién D en f.

Ejemplo 5. Sea S el conjunto R3, esto es, el conjunto de ternas. Sea A =
(2,3,-1). Sea L:R® — R la aplicacidn cuyo valor en un vector X = (z,y,2)
es A-X. Entonces L(X)=A-X. Si X(1,1,-1), entonces el valorde L en X
es 6.

Al igual que con las funciones, describimos una aplicacién al dar sus valores.
Asi, en lugar de hacer el enunciado que aparece en el Ejemplo 5 para describir la
aplicacién L, también diremos: sea L: R® — R la aplicacién L(X) = A-X. Esto
es un tanto incorrecto, pero es mas breve, y usualmente no se presta a confusién.
En forma mds correcta podemos escribir X + L(X) o bien X + A- X, con la
flecha especial — para denotar el efecto de la aplicacién L en el elemento X .

Ejemplo 6. Sea F:R? — R? la aplicacién dada por
Fle y)=(2s:20)

Describa la imagen bajo F de los puntos que estin en el circulo 224yt =1.
Sea (z,y) un punto del circulo de radio 1.
Sean u = 2z y v = 2y. Entonces u y v satisfacen la relacién

(u/2) + (v/2)? = 1
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o, en otras palabras,

u?  v?

A + 73 N
En consecuencia, (u,v) es un punto del circulo de radio 2, por lo cual la ima-
gen bajo F' del circulo de radio 1 es un subconjuto del circule de radio 2.

Reciprocamente, dado un punto (u,v) tal que
u? 4 0? = 4,
sean z =u/2 y y = v/2. Entonces el punto (z,y) satisface la ecuacién
2?4 y? =1,
¥, en consecuencia, es un punto del circulo de radio 1. Ademads,
Flz,9) ={u,u).

Por tanto, todo punto del circulo de radio 2 es la imagen de algin punto del
circulo de radio 1. Concluimos que la imagen del circulo de radio 1 bajo F es
precisamente el circulo de radio 2.

Nota. En general, sean S y 5’ dos conjuntos. Para probar que S = 5/, con
frecuencia se prueba que S es un subconjunto de S’ y que S” es un subconjunto
de S. Esto es lo que hicimos en el argumento anterior.

Ejemplo 7. Este ejemplo es particularmente importante en las aplicacio-
nes geométricas. Sea V un espacio vectorial y sea u un elemento fijo de V.
Supongamos que

TV =V
es la aplicacién tal que T, (v) = v+ u. A T, se le conoce como traslacién
determinada por u. Si S es cualquier subconjunto de V', entonces se conoce
a T,(S) como la traslacién de S determinada por u y consta de todos los
vectores v + u, donde v € S. Solemos denotarla con S + u. En la siguiente
figura dibujamos un conjunto S y su traslacién determinada por un vector w.

Tu(8)

0
Figura 1
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Ejemplo 8. La rotacién levégira alrededor del origen determinada por
un angulo # es una aplicacién, que podemos denotar con Rj. Sea § = w/2.
La imagen del punto (1,0) bajo la rotacién Ry es el punto (0,1). Podemos
escribirlo como

Rapa(1,0) = (0,1).

Ejemplo 9. Sea S un conjunto. Una aplicacién de S en R. sera denomi-
nada funcién y €l conjunto de tales funciones se llamara conjunto de funciones
definidas en S. Sean f y g dos funciones definidas en S. Podemos definir su
suma de la misma manera que para las funciones de niimeros, a saber, f+ g es
la funcién cuyo valor en un elemento ¢ de S es f(t) + ¢(t). También podemos
definir el producto de f por un nimero ¢. Es la funcién cuyo valor en t es
cf(t). Entonces el conjunto de aplicaciones de S en R es un espacio vectorial.

Ejemplo 10. Sea S un conjunto y sea V' un espacio vectorial. Sean F y G
dos aplicaciones de S en V. Podemos definir su suma de la misma manera en
que definimos la suma de funciones, a saber, la suma F+G es la aplicacion cuyo
valor en un elemento ¢ de S es F(t) + G(t). También definimos el producto
de F por un niimero ¢ como la aplicacién cuyo valor en un elemento t de S es
cF(t). Es facil verificar que se satisfacen las condiciones EV 1 hasta la EV 8.

Ejercicios IV, §1

1. En el Ejemplo 4, muestre Df como funcién de =z cuando f es la funcidn:

(2) flz)=senz (b) f(z)=¢  (c) f(z)=loga

2. Sean P = (0,1) y R la rotacién determinada por m/4. Dé las coordenadas de la
imagen de P bajo R, es decir, dé R(P).

3, En el Ejemplo 5, dé L(X) cuando X es el vector:
(a) (1!21“3) (b) (_11510) (c) (2:1:1)

4. Sea F:R — R? la aplicacién tal que F(t) = (¢',t). ;A qué son iguales F(1), F(0)
y F(=1)7

5. Sea G:R — R? la aplicacién tal que G(t) = (t,2t). Sea F como en el Ejercicio 4.
LA qué son iguales (F + G)(1), (F+G)(2) vy (F+G)(0)?

6. Sea F como el Ejercicio 4. A qué son iguales (2F)(0), (xF})(1)?

7. Sean A = (1,1,-1,3) y F: R* — R la aplicacién tal que, para cualquier vector
X = (1, 72,23, 24), tenemos que F(X) = XA +2. ;Cudl es el valor de F(X)
cuando (a) X =(1,1,0,-1) y (b) X =(2,3,-1,1)?

En los ejercicios 8 a 12, consulte el Ejemplo 6. En cada caso, para probar que la
imagen es igual a cierto conjunto S, el lector debe probar que la imagen estd contenida
en S y también que todo elemento de S estd en la imagen.
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8. Sea F:R? — R? la aplicacién definida por F(z,y) = (27, 3y). Describa la imagen
de los puntos que pertenecen al circulo #? +¢% = 1.

9. Sea F:R? — R? la aplicacién definida por F(z,y) = (zy,y). Describa la imagen
bajo F de la recta z = 2.

10. Sea F la aplicacién definida por F{z,y) = (e¢”cosy,e”seny). Describa la imagen
bajo F' dela recta = = 1. Describa en forma m3s general la imagen bajo F de una
recta ¥ = ¢, donde ¢ es una constante.

11. Sea F' la aplicacién definida por F(#,4) = (cost,sent,u). Describa geométrica-
mente la imagen del plano (¢, %) bajo F.

12. Sea F la aplicacién definida por F(z,y) = (£/3,y/4). ;Cudl es la imagen bajo I

de la elipse
2 2

+

T

L8 =17
9

}—'ltt:
(=21

I'V, §2. Aplicaciones lineales

Sean V y W dos espacios vectoriales. Una aplicacién lineal

LV -W
es una aplicacion que satisface las siguientes dos propiedades. Primero, para
cualesquiera elementos v vy v de V', y cualquier escalar ¢, tenemos

AL 1. L(u +v) = L(u) + L(v).
AL 2. L(cu) = cL(u).

Ejemplo 1. La aplicacién lineal mas importante de este curso queda des-

crita de la manera signiente. Sea A una matriz dada de m x n. Defina
LyR"—R™

mediante la féormula
La(X)=AX.

Entonces L, es lineal. Clertamente, esto no es otra cosa sino una manera

resumida de expresar las propiedades

A(X+Y)=AX + AY y AleX) =cAX
para cualesquiera X y Y verticales en R"™ y cualquier nidmero c.

Ejemplo 2. El producio interior es, esencialmente, un caso especial del
primer ejemplo. Sea A = (a1, ...,8,) un vector fijo, y defina
LalX)= . X,
lintonces L4 es una aplicacién lineal de R™ en R, debido a que
A(X+Y)=A-X+AY y A-(eX)=c(A-X).
Observe que el producto interior también se puede considerar como una multi-

plicaciéon de matrices si se considera A como un vector renglén y X como un
vector columna.
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Ejemplo 3. Sea V cualquier espacio vectorial. La aplicacién que asocia a
cualquier elemento u de V este mismo elemento es, obviamente, una aplicacidn
lineal que se llama aplicacién identidad. Denotémosla con I. Asi, I (on] =u.

Ejemplo 4. Sean V y W cualesquiera espacios vectoriales. La aplicacion
que asocia el elemento O de W a todo elemento u de V se conoce como apli-
cacién nula y, obviamente, es lineal.

Ejemplo 5. Sea V el conjunto de funciones que tienen derivadas de todos
los 6rdenes. Entonces la derivada D:V — V es una aplicacién lineal. Esto no
es sino una manera breve de resumir las propiedades estandar de la derivada, a
saber,

D(f + g) = Df + Dg,
D(cf) = eD(f).

Ejemplo 6. Sean V = R? y V' = R? el espacio vectorial de los vectores
en el espacio de 3 dimensiones y de 2 dimensiones, respectivamente. Podemos
definir una aplicacion

F:R® - R’
mediante la proyeccién, a saber, F(z,y,2) = (z,y). Dejamos que el lector
compruebe que se satisfacen las condiciones AL 1y AL 2.

En forma més general, suponga que n = r + 5§ se eXpresa COMO UNa suma
de dos enteros positivos. Podemos separar las coordenadas (21, ...,2,) en dos
partes (Zi,-..,r,Tryl, -, Ergs), @ Saber, las primeras r coordenadas y las
dltimas s coordenadas. Sea

F:R" - R
la aplicacién tal que F(z1,...,25) = (#1,...,%,). Entonces el lector puede
verificar facilmente que /" es lineal. Se conoce a F como la proyeccién sobre
las primeras r coordenadas. En forma andloga, tendriamos una proyeccion
sobre las tiltimas s coordenadas por medio de la aplicacién lineal L tal que

L sty (0 R

Ejemplo 7. En el célculo de varias variables se define el gradiente de una
funcién f de la siguiente manera:
e

grad f(X) = (331,-”’E
Entonces, para dos funciones f y g, tenemos
grad(f + ¢g) = grad f +grad g
y para cualquier niimero c,
grad(cf) = c- grad f.

Por tanto, grad es una aplicacién lineal.
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Sea L:V — W una aplicacion lineal. Sean u, v y w elementos de V.
Entonces

L{u+ v+ w) = L(u) + L(v) + L(w).
Esto se puede ver por pasos, usando la definicién de aplicaciones lineales. Asi,
L{u+v+ w) = L(u+v) + L(w) = L(v) + L(v) + L(w).

De la misma manera, dada una suma de més de tres elementos, se satisface una
propiedad analoga. Por ejemplo, sean wu;, ..., u, elementos de V. Entonces

L(uy + - +un) = L(u1) + -+ - + L(u,).

La suma de la derecha se puede efectuar en cualquier orden. Se puede dar
facilmente una prueba formal mediante induccién, la cual omitimos.
Si a@1,...,a, son nimeros, entonces

L{aius + 4 Gptn) = a1 L(uy) + -+ + anL(uy).
Mostremos este hecho para tres elementos:
L(aiu+ azv 4 agw) = L(au) + L(asv) + L{azw)
= ay L(u) + a3 L(v) + az L(w).
Empleando la notacién de suma eseribirfamos
45 7
L (Za;u,ﬁ) = Za,-L(u,-).
i=1 =1
En la préctica, las siguientes propiedades se satisfardn de manera obvia, aun-

que resulta que se pueden probar a partir de los axiomas de aplicaciones lineales
y espacios vectoriales.

AL 3. Sea L:V — W una aplicacidn lineal. Entonces L(0) = O.

Demostracion. Tenemos que
L(0).= (0 + 0) = L(0) + L(O).

Al restar L(O) en ambos miembros de la igualdad se obtiene O = L(0), tal
como se deseaba.

AL 4. Sea L:V + W una aplicacidn lineal. Entonces L(—v) = —L(v).

Demostracion. Tenemos que
O = L(O) = L(v —v) = L(v) + L(—v).

Al sumar —L(v) a ambos lados de la igualdad obtenemos el aserto deseado.
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Podemos observar que los valores de una aplicacién lineal quedan determina-
dos si conocemos los valores de los elementos de una base.

Ejemplo 8. Sea L: R2 — R? una aplicacién lineal. Suponga que
L(l:l): (1:4) Yy L(ga_l): (_2=3)'

Encuentre L(3,—1).
Para hacer esto, escribamos (3,—1) como combinacién lineal de (1,1) y
(2,-1), de ahi que hemos tenido que resolver

(3,-1) = z(1,1) + y(2,-1).
Esto equivale a resolver el sistema
z + 2y = 3,
r— y=-—L
La solucién es z = &, ¥y = %. En consecuencia,

L3, ~1) = =L(L, 1) +yL(2,~1) = 3(1,4) + 3(-2,3) = (:31 ?) ,

Fjemplo 9. Sea V un espacio vectorial y sea L:V — R una aplicacién
lineal. Afirmamos que el conjunto S de todos los elementos v de V/, tales que
L(v) < 0, es convexo.

Demostracion. Sean L{v) <0y L{w) < 0. Sea 0 <t < 1. Entonces

L(tv 4 (1 — Hw) = tL(v) + (1 = t)L(w).

Entonces tL(v) < 0 y (1,~t)L(w) < 0, de manera que tL(v) + (1, —t)L(w) < 0,
por lo que tv + (1 — t)w estden §. Sit =001 =1, entonces tv+ (1 —t)w es
igual a v 0 a w y éste también estd en 5. Esto prueba nuestro aserto.

Consulte el Ejercicio 14 para ver una generalizacién de este ejemplo.
Las coordenadas de una aplicacién lineal

Primero, sea

gV =R

una aplicacién cualquiera, de manera que cada valor F¥ (v) es un elemento de R"
y por tanto, tiene coordenadas. Asi, podemos escribir

F@®) = (B@), .- Fa(®)), o  F=(Fi....F)
Cada F; es una funcién de V en R., que escribimos
Fi:V—R.
Ejemplo 10. Sea F:R? — R? la aplicacién
F(z,y) = (2z — y, 3z + 4y, z.— By).
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Entonces
Fi(z,y) = 2z — y, Fy(z,y) = 3z + 4y, Fy(x,y) = z — by.

Observe que cada funcién coordenada se puede expresar en términos de un pro-
ducto interior. Por ejemplo, sea

Ay =(2,-1), As = (3,4), Az = (1,-5).
Entonces
Fi(z,y) = 4i - (z,y) para # =0 53,
Cada funcién
X = A" - X
es lineal. En forma bastante mas general:
Proposiciéon 2.1. Sea F:V — R" una aplicacicn de un espacio vectorial V

en R". Entonces F es lineal si, y sélo si, cada funecién coordenada F;:V — R,
es lineal, para i =1,...,n.

Demostracion. Para v y w € V, tenemos
Plv+w) = (Fi(v +w),..., Palv + ),
F(v) = (Fi{e);. . ; 5kv)),
F(w) = (Fy(w),. .., Fa(w)),
por tanto, F(v+w) = F(v)+ F(w) si, y sélo si, Fi(v+w) = Fi(v) + Fi(w) para

todo ¢ =1,...,n por la definicién de adicién de n-tuplas. El mismo argumento
demuestra que, si ¢ € R, entonces F(cv) = eF(v) si, sélo si,

Fi(ev) = e¢Fy(v) para todo T O
Esto prueba la proposicidn.

Ejemplo 10 (continda). La aplicacién del Ejemplo 10 es lineal debido a que
todas las funciones coordenadas son lineales. En efecto, si el lector escribe el
vector (z,y) en forma vertical, se dard cuenta de que la aplicacién F es, de
hecho, igual a L4 para alguna matriz A. ;Cuil es esta matriz A7

El espacio vectorial de las aplicaciones lineales

Sean V y W dos espacios vectoriales. Consideremos el conjunto de todas las
aplicaciones lineales de ¥V en W y denotemos este conjunto con L(V,W), o
simplemente L si la referencia a V' y W es clara. Definiremos la adicién de
aplicaciones lineales y su multiplicacién por nimeros de tal manera que £ se
convierta en un espacio vectorial.

Sean L:V — W y F:V — W dos aplicaciones lineales. Definimos su suma
L + F como la aplicacién cuyo valor en un elemento u de V es L(u) + F(u).
Por tanto, podemos escribir

(L + F)(u) = L(u) + F(u).
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Entonces la aplicacién L + F es lineal. Ciertamente, es facil verificar que se
cumplen las dos condiciones que definen una aplicacién lineal. Para cualesquiera
elementos v y v de V, tenemos

(L+ F)(u+v) = Lu+v)+ F(ut+v)
= L(u) + L(v) + F(u) 4+ F(v)
= L(u) + F(u) + L(v) + F(v)
= (L + F)(u)+ (L + F)(v).

Ademds, si ¢ es un nimero, entonces

(L + F)(cu) = L(cu) + F(cu)
= cL(u) + cF(u)
= c[L{u) + F(u)]
= ol(L+ F)(w)

En consecuencia, L + F es una aplicacién lineal.

Si @ es un nimero y L:V — W es una aplicacién lineal, entonces definimos
una aplicacién aL de V en W dando su valor en un elemento u de V', a saber,
(aL)(u) = aL(u). Entonces se verifica con facilidad que aL es una aplicacién
lineal; dejamos esto como ejercicio.

Acabamos de definir operaciones de adicién y multiplicacion por nimeros en
nuestro conjunto £. Ademaés, si L:V — W es una aplicacién lineal, i.e., un
elemento de £, entonces podemos definir —L como (—1)L, es decir, el producto
del nimero —1 por L. Por iltimo, tenemos la aplicacién nula, que a cada
elemento de V le asocia el elemento O de V' . Entonces £ esun espacio vectorial.
En otras palabras, el conjunto de aplicaciones lineales de V en W es él mismo
un espacio vectorial. La verificacién de que se satisfacen las reglas EV 1 a EV
8 para un espacio vectorial es sencilla y se deja para el lector.

Ejemplo 11. Sea V = W el espacio vectorial de funciones que tienen
derivadas de todos los érdenes. Sea D la derivada y sea I la identidad. Si f
estd en V', entonces

(D+1)f =Df + f.
Asi, cuando f(z) = €*, entonces (D + I)f es la funcién cuyo valor en = es
e +e* = 2e".
Si f(z) = senz, entonces (D + 3I)f es la funcién tal que

(D +30)f)(z) = (Df)(z) + 31 f(z) = cosz + 3sen 2.

Se observa que 3 - I es una aplicacién lineal, cuyo valor en f es 3f. Asi,
(D+3-I)f =Df+3f. En cualquier nimero z, el valor de (D +3 - I)f es
Df(z) + 3f(z). También podemos escribir (D+3N)f=Df+3f.
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Ejercicios IV, §2

1. Determine cuiles de las siguientes aplicaciones F' son lineales.
(a) F:R® — R? determinada por F(z,y, z) = (=, 2).
(b) F:R* — R* determinada por F(X) = —X.
(c) F:R® — R? determinada por F(X)=X+(0,-1,0).
(d) F:R? —» R? determinada por Flz,y) = (2z + 9, 9).
() F:R? - R? determinada por F(z,y) = (25,9 — z).
(f) F:R? — R? determinada por Flr y)= (y,z).
(g) F:R®> — R determinada por F(z,y) = zy.

2. [Cudles de las aplicaciones que aparecen en los Ejercicios 4,7, 8, 9 de la seccién §1,
son lineales?

3. Sean V' y W dos espacios vectoriales y sea F:V — W una aplicacién lineal. Sea
U el subconjunto de ¥V que consta de todos los elementos v tales que F(v) = O.
Pruebe que U es un subespacio de V.

4. Sea L:V — W una aplicacién lineal. Pruebe que la imagen de L es un subespacio
de W. [Esto se efectuar en la siguiente seccién, pero inténtelo ahora el lector, para
que adquiera prictica.]

5. Sean A y B dos matrices de m x n. Suponga que
AX = BX

para todas las n-tuplas X . Muestre que A = B. Esto también se puede enunciar
en la siguiente forma: si Ly = Lg, entonces A = B,

6. Sea Tu:V — V la traslacién determinada por un vector u. (Para qué vectores u
es una aplicacidn lineal T, 7

7. Sea L:V — W una aplicacién lineal.

(a) Si S es una recta en V', muestre que la imagen L(S) es, o bien una recta en
W, o bien un punto.

(b) Si S es un segmento de recta en V entre los puntos P y Q, demuestre que la
imagen L(S) es, o bien un punto, o bien un segmento de recta en W. ;Entre
cudles puntos de W ?

(c) Sean v1 y v; elementos de V linealmente independientes. Suponga que L{vi)
¥ L(v2) son linealmente independientes en W. Sea P un elemento de V° ¥ sea
S el paralelogramo

P+ tiv1 + v donde 0<; <1 para i=1:0s

Muestre que la imagen L(s) es un paralelogramo en W .

(d) Sean v y w elementos linealmente independientes de un espacio vectorial V. Sea
F:V — W una aplicacién lineal. Suponga que F(v) y F{w) son linealmente
dependientes. Demuestre que la imagen bajo F del paralelogramo generado por
v ¥y w es un punto, o bien un segmento de recta.
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10.

141
12.

13.

Aplicaciones lineales IV, §2]

Sean E; = (1,0) y Ez = (0,1) como de costumbre. Sea F una aplicacién lineal de
R? en si mismo, tal que

F(E)=(1,1) vy F(E)=(-12).

Sea S el cuadrado con vértices en (0,0), (1,0), (1,1) ¥ (0,1). Muestre que la
imagen de este cuadrado bajo F' es un paralelogramo.

. Sean A y B dos vectores no nulos en el plano tales que no hay ninguna constante

¢ #£ 0 tal que B =cA. Sea L una aplicacién lineal del plano en sf mismo tal que
L(E1)= Ay L(Ez) = B. Describa la imagen bajo I del rectingulo cuyos vértices
se encuentran en (0,1), (3,0), (0,0) ¥ (3,1).

Sea [:R2 — R? una aplicacién lineal, que tiene el siguiente efecto sobre los vectores
indicados:

(a) L(3, = (L2)y L(-1,0) = (1,1)

(b) L(#,1)=(1,1) y I(1,1) =(3,-2)

() L(1,1) = (2,1) y L(=1,1) = (6,3}).

En cada uno de los casos calcule L(1,0).

Sea L como en (a), (b) v (c) del ejercicio 10. Encuentre L(0,1).

Sean V y W dos espacios vectoriales y F:V — W una aplicacién lineal. Sean

wi,...,w, elementos de W, los que son linealmente independientes, y sean v1,...,
v, elementos de V tales que F(v;) = w; para i =1,...,n. Demuestre que
v1,...,Vn son linealmente independientes.

(a) Sea V un espacio vectorial y F:V — R una aplicacién lineal. Sea W el
subconjunte de V' que consta de todos los elementos v tales que F(v) = 0.
Suponga que W # V y sea v un elemento de V que no estd en W. Demuestre
que todo elemento de V' se puede escribir como una suma w + cvo, con algin
w en W y algin mimero c.

(b) Muestre que W es un subespacio de V. Sea {vi,...,v,} una base de W.
Muestre que {vo,v1,...,%n} €s una base de V.

Conjuntos convexos

14.

15.

Demuestre que la imagen de un conjunto convexo bajo una aplicacién lineal es
convexa.

Sea L:V — W una aplicacién lineal. Sea T' un conjunte convexo en W ysea S el
conjunto de elementos v € V' tales que L(v) € T. Demuestre que S es convexo.

Observacién. jPor qué estos ejercicios dan una prueba mads general que la que

el lector deberia haber desarrollado con anterioridad? Por ejemplo: sea AeR" y
sea ¢ un numero, Entonces el conjunto de todos los X € R™ tales que X - A > ¢

es

convexo. Ademids, si § es un conjunto convexo y ¢ es un niimero, entonces ¢S es

convexo, ;Cémo se interpretan estos enunciados como casos especiales de los Ejercicios

14
16.

y 157

Sea S un conjunto convexo en V y sea u € V. Sea Tu:V — V la traslacion
determinada por u. Muestre que la imagen de Tu(S) es convexa.




[V, §3] El nicleo y la imagen de una aplicacién lineal 127

Vectores propios y valores propios. Sea V un espacio vectorial y sea L:V — V
una aplicacién lineal. Un vector propio v para L es un elemento de V tal que existe
un escalar ¢ con la propiedad siguiente:

L(v) =cv

El escalar ¢ se conoce como valor propio de v con respecto a L. Si v # 0, entonces
¢ estd determinado en forma tinica. Cuando V es un espacio vectorial cuyos elementos
son funciones, entonces a un vector propio también se le conoce como funcién propia.

17. (a) Sea V el espacio de las funciones diferenciables en R.. Sea f(¢) = ¢, donde
¢ es algiin nimero. Sea L la derivada d/dt{. Demuestre que f es una funcién
propia para L. ;Cudl es el valor propio?

(b) Sea L segunda derivada, esto es,
d*f
L) =25

para cualquier funcién f. Demuestre que las funciones sent y cost son funciones

propias de L. ;Cudles son los valores propios?

18. Sea L:V — V una aplicacién lineal, y sea W el subconjunto de elementos de V'
formado por todos los vectores propios de I con un valor propio ¢ dado. Muestre
que W es un subespacio.

19. Sea I:V — V una aplicacién lineal. Sean v1,...,v, vectores propios para L, con
valores propios ci,...,cn, respectivamente. Suponga que ci,...,¢n son distintos
entre si. Pruebe que v1,...,v, son linealmente independientes. [Sugerencia: Use

induccién.)

IV, §3. El niicleo y Ia imagen de una aplicacién lineal

Sea F:V — W una aplicacién lineal. La imagen de F es el conjunto de
elementos w de W para los cuales existe un elemento v de V tal que F(v) = w.

La imagen de F' es un subespacio de W .

Demostracidn. Observe primero que F(O) = O y, en consecuencia, que O
estd en la imagen. Luego suponga que w; y wo estin en la imagen. Entonces
existen elementos v; y vz de V tales que F(v1) = w1 y F(v2) = ws. Por tanto,

F(v1 + “Ug) = F('Ul) + F('Ug) = wy+ ws,
con lo que se prueba que wy +ws estd en laimagen. Si ¢ es un nimero, entonces
F(evy) = eF(v1) = cwy.

Por tanto, cw; estd en la imagen. Esto prueba que la imagen es un subespacio
de W.

Sean V' y W espacios vectoriales y sea F:V — W una aplicacién lineal. El
conjunto de elementos v € V tales que F(v) = 0 se conoce como niicleo de F'.

El nicleo de F' es un subespacio de V.
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Dermnostracién. Como F(O) = O, vemos que O esta en el nicleo. Supon-
gamos que v y w estin en el micleo. Entonces F(v4w) = F(v) + F(w) =
0+0 = O, de manera que v+ w esta en el niicleo. Si ¢ es un niimero, entonces
F(cv) = ¢F(v) = O, por lo que cv también esta en el niicleo. En consecuencia,
¢l niicleo es un subespacio.

Ejemplo 1. Sea L: R? — R la aplicacién tal que
L(z,y,z) =3z —2y+ 2.
Asi,si A = (3,-2,1), podemos escribir
LX)=X-A=4A-X.
Entonces el niicleo de L es el conjunto de soluciones de la ecuacidn
3z—2y+z=0.

Por supuesto, esto se generaliza al espacio de dimensién n. Si A es un vector
arbitrario de R, podemos definir la aplicacion lineal

LaR—R

tal que La(X)=A X. Su nicleo se puede interpretar como el conjunto de
todos los X que son perpendiculares a A.

Ejemplo 2. Sea P: R?® — R? la proyeccion, tal que
Plz,y,2) = (z,9)-

Entonces P es una aplicacién lineal cuyo nicleo consta de todos los vectores de
R? cuyas primeras dos coordenadas son iguales a 0, i.e., todos los vectores

(0,0,2),
donde z es una componente arbitraria.
Ejemplo 3. Sea A una matriz de m x n y sea
LaR" = R"™

la aplicacién lineal tal que La(X) = AX . Entonces el nicleo de L4 es, preci-
samente, el subespacio de soluciones X de las ecuaciones lineales

AX =0.

Ejemplo 4. Ecuaciones diferenciales. Sea D la derivada. Si la variable
real se denota con z, entonces también podemos escribir D = d/dz. La deri-
vada se puede iterar, de manera que la segunda derivada se denota con D? (o

2

(d/dz)?). Cuando se aplica a una funcién, escribimos D? f, de manera que

d2 f

dx?’

(D*f)(=) =
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Se procede en forma andloga para D3, D%, ..., D" para la derivada de orden n.
Ahora sea V el espacio vectorial de funciones que admiten derivadas de todos
los 6rdenes. Sean ay,...,a, numeros, y sea ¢ un elemento de V, esto es, una
funcién infinitamente diferenciable. Considere el problema de hallar una solucién
f de la ecuacién diferencial
m m—1
ﬂmjz—i-i-am—lg“ﬁf_—{-i— codaf=g.

Podemos reescribir esta ecuacion sin la variable z, en la forma
amD™f + a1 D™ f ook f =g
Cada derivada D* es una aplicacién lineal de V en si mismo. Sea
IR, D™ 4@y, 1D v gy I

Entonces L es una suma de aplicaciones lineales y es ella misma una aplicacién
lineal. Asi, la ecuacion diferencial se puede escribir en la forma siguiente:

L(f) =g
Esta se encuentra ahora en una notacién similar a la que se usé para resolver

ecuaciones lineales. Ademds, esta ecuacién estd en forma “no homogénea”. La
ecuacion homogénea asociada es la ecuacién

L(f) =0,
donde el miembro de la derecha de la igualdad es la funcién nula. Sea W el
niucleo de L. Entonces W es el conjunto (espacio) de soluciones de la ecuacién
homogénea
amD™f+ -+ arf =0.
Si existe una solucién f; para la ecuacién no homogénea L(f) = g, entonces
todas las soluciones se obtienen mediante la traslacion

fo + W = conjunto de todas las funciones fy + f, donde f esta en W.
Vea el Ejercicio 5.

En varios ejercicios anteriores buscamos la imagen de las rectas, de los planos
y de los paralelogramos bajo una aplicacién lineal. Por ejemplo, si consideramos
el plano generado por dos vectores linealmente independientes v; y vy de V| y

LV -W

es una aplicacion lineal, entonces la imagen de ese plano sera un plano, siempre
que L(vy) y L(vy) también sean linealmente independientes. Podemos dar un
criterio para esto en términos del nicleo y el criterio es valido en forma bastante
general de la manera siguiente.

Teorema 3.1. Sea F:V — W una aplicacidn lineal cuyo niicleo es {O}. Si
Ui,...,Un son elementos linealmente independientes de V', entonces
I'(vy), ..., F(vy) son elementos de W linealmente independientes.
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Demostracion. Sean 1, ...,%n NUMeEros tales que
21 F(v) +- +enFvn) = 0.
Debido a la linealidad, tenemos que
F(ziv1 + -+ zavn) = 0.

Bn consecuencia, £1v1 + -+ Tnln = O . Puesto que vy,...,Un SON linealmente
independientes, se infiere que z; = 0 para i = 1,...,n. Esto prueba nuestro
teorema.

A menudo abreviamos niicleo e imagen escribiendo Ker e Im, respectiva-
mente. El siguiente teorema relaciona las dimensiones del nicleo y de la imagen
de una aplicacién lineal, con la dimension del espacio en el cual esta definida la
aplicacidn.

Teorema 3.2. Sea V un espacio vectorial. Sea L:V — W una aplicacion
lineal de V en otro espacio W. Sea n la dimensién de V, ¢ la dimensién
del niicleo de L y s la dimensidn de la imagen de L. Entonces m = ¢+ 5.
En otras palabras,

dimV = dimKer L + dimIm L.

Demostracién. Si la imagen de L consta sélo del O, entonces nuestro aserto

es trivial. Por consiguiente, podemos suponer que § > 0. Sea {wy,...,w;} una
base de la imagen de L. Sean vy;...,Vs clementos de V tales que L(v;) = w;
para i=1,...,5. Siel niicleo no es {0}, sea {ui,...,uqs} una base del niicleo.
Si el niicleo es {0}, debera quedar entendido que en lo que sigue serd omitida
toda referencia a {ui,...,us}. Afirmamos que
{vl,...,v,,ul,...,uq}

es una base de V. Esto serd suficiente para probar nuestro aserto. Sea v
cualquier elemento de V. Entonces existen niimeros z1,...,Ts tales que

L('U) =gl - - + z wy,
debido a que {wy,...,w,} es una base de la imagen de L. Por linealidad,

Hy) = Bz v -+ 30, ),

y, de nuevo por linealidad, al restar el miembro derecho del miembro izquierdo
se infiere que

L{v—zyvy — = Tys) = O
Fn consecuencia, v —E1¥1 — -+ — Zs¥s esté en el micleo de L y existen nameros
Y1,..- Yq tales que
v— U — T Tals = yrur + -0 YglUg-

Por tanto,

V=101 o+ ZUs Y11 T Ygly
es una combinacién lineal de v1,..., Vs, U1y -0 -1 Ug, lo cual prueba que estos s-+4
clementos de V' generan V.
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Ahora mostramos que son linealmente independientes y, en consecluencia, que
constituyen una base. Suponga que existe una relacién lineal:

T1v1 40+ 2,0 + Jruddt -+ ypug = O.
Al aplicar L a esta relacidén y al usar el hecho de que L{u;) = O para j =
1,...,q, obtenemos
g1 L(ve) 4+ + 2el{v,) = 0.
Pero L(v1),..., L(v,) no son otra cosa més que wy,...,w,, los cuales se supone
que son linealmente independientes. De modo que z; = 0 para i = 1,...,8, ¥
por ello,
Yrthy + - b yptig = 0.
Pero uy,...,u, constituye una base del nicleo de L y, en particular, son li-
nealmente independientes, por lo que todos los y; =0 para j=1,...,q9. Esto
concluye la demostracién de nuestro aserto.

Ejemplo 1 (contintda). La aplicacién lineal L: R® — R del Ejemplo 1 est4

dada mediante la férmula
L(z,y,2) = 3z = 2y + 4.
Su niicleo consta de todas las soluciones de la ecuacién
Je—y+2=0.

Su imagen es un subespacio de R, no es {O} y, por tanto, es todo R.. Asi pues,
su imagen tiene dimensién 1 y, en consecuencia, su niicleo tiene dimension 2.

Ejemplo 2 (continda). La imagen de la proyeccién

P:R® - R?

del Ejemplo 2 es igual a todo R? y el nicleo tiene dimensién igual a 1.

Ejercicios 1V, §3

Sea L:V — W una aplicacién lineal.

1. (a) Si S es un subespacio de V' de una dimensién, demuestre que la imagen L(S)
es, o bien un punto, o bien una recta.
(b) Si S es un subespacio de V' de dos dimensiones, demuestre que la imagen L(S)
puede ser un plano, una recta o un punto.

2. (a) Si S es una recta arbitraria de V (consiltese el Capftulo I11, seccién §2), muestre
que la imagen de S es, o bien un punto, o bien una recta.
(b) Si S es un plano arbitrario de V', demuestre que la imagen de S puede ser un
planoc, una recta o un punto.

3. (a) Sea F:V — W una aplicacién lineal cuyo nticleo es {O} . Suponga que V' y W
tienen la misma dimensién n. Demuestre que la imagen de F' es todo W.

(b) Sea F:V — W una aplicacién lineal y suponga que la imagen de F es todo W .

Suponga que V y W tienen la misma dimensién n. Muestre que el nidcleo de

F es {O}.
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4.

10.

11.

Aplicaciones lineales IV, §3]

Sea L:V — W una aplicacién lineal. Suponga que dim V' > dimW'. Muestre que
el niicleo de L no es O.

. Sea L:V — W una aplicacién lineal. Sea w un elemento de W. Sea v un

elemento de V tal que L{vo) = w. Muestre que cualquier solucién de la ecuacién
L{X) = w es del tipo v + u, donde u es un elemento del nicleo de L.

. Sea V el espacio vectorial de las funciones que tienen derivadas de todos los érdenes,

y sea D:V — V la derivada. ;Cudl es el niicleo de D7

. Sea D? la segunda derivada (i.e., la iteracién de D tomada dos veces). ;Cudl es el

nicleo de D?? En general, ;jcudl es el niicleo de D™ (la n-ésima derivada)?

(a) Sean V y D como en el Ejercicio 6. Sea L =D — I, donde I es la aplicacién
identidad de V. ;Cual es el micleo de L7
(b) La misma pregunta para L = D —al, donde a es un niimero.

(a) ;Cuil es la dimensién del subespacio de R™ que consta de aquellos vectores
A=(a1,...,an) tales que a1 + - +an =07

(b) ;Cual es la dimensién del subespacio del espacio de las matrices (a;;) de n X n
tales que

n
@11 + -+ 8nn = E i =07
=1

Se dice que una matriz A de n x n es antisimétrica si tA = —A. Demuestre que
cualquier matriz A de n X n se puede escribir como una suma

A=B+C,
donde B es simétrica y C es antisimétrica. [Sugerencia: Sea B = (A + tA)/f2.]

Demuestre que, si A = By + C;, donde Bi es simétrica y € es antisimétrica,
entonces B= B, vy C =Ci.

Sea M el espacio de todas las matrices de n x n. Sea
P-M—M
la aplicacién tal que
P(A) = AJ; 5,

(2) Demuestre que P es lineal.

(b) Demuestre que el niicleo de P consta del espacio de las matrices antisimétricas,

(c) Demuestre que la imagen de P consta de todas las matrices simétricas. [Cui-
dado. Se tiene que probar dos cosas: para cualquier matriz A, P(A) es
simétrica. Reciprocamente, dada una matriz simétrica B, existe una matriz
A tal que B = P(A). ;Cual es la posibilidad mds simple para tal AT

(d) El lector debié haber determinado con anterioridad la dimensién del espacio
de las matrices simétricas y seguramente encontré que era igual a n(n + 1)/2.
;Cusl es entonces la dimensién del espacio de las matrices antisimétricas?

(¢) Exhiba una base para el espacio de las matrices antisimétricas.
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12. Sea M el espacio de todas las matrices de n X n. Sea
M- M

la aplicacién tal que

A—"4
Q(A) = E N
(a) Demuestre que @ es lineal.
(b) Describa el niicleo de ¢ y determine su dimensién.

(c) ;Cudl es la imagen de Q7

13. Se dice que una funciédn (evaluada en los reales, de una variable real) es par si
f(—=z) = f(z). Se dice que es impar si f(—z)= —f(z).
{a) Verifique que senz es una funcién impar y que cosz es una funcién par.
(b) Sea V el espacio vectorial de todas las funciones. Defina la aplicacién

PV -V

como (Pf)(z) = (f(a:) + f(—a:))/2. Demuestre que P es una aplicacién lineal.
(c) iCual es el nicleo de P?
(d) ;Cudl es la imagen de P? Pruebe sus asertos.

14. De nuevo, sea V el espacio vectorial de todas las funciones. Defina la aplicacién
Q:V -V
como (Qf)(z) = (£(z) ~ f(~=)) /2.

{a) Demuestre que  es una aplicacién lineal.
(b) ;Cudl es el niicleo de Q7
(c) ;Cudl es la imagen de Q7 Pruebe su aserto.

Observacién. Los Ejercicios 11, 12, 13 y 14 tienen ciertos elementos formales
en comin. Estas caracterfsticas comunes se discutirdn mds adelante. Consulte los
Ejercicios 4 a 7 del Capitulo V, seccién §1.

15. El espacio producto. Sean U y W espacios vectoriales. El producto directo,
U x W que simplemente llamaremos producto, es el conjunto de todas las parejas
(u,w) con v € U y w € W. No deberd confundirse con el producto de nimeros,
con el producto escalar ni con el producto vectorial, que algunas veces se nsa en
fisica para denotar un tipo diferente de operacién. Es un hecho histérico desafortu-
nado que la palabra producto se use en dos diferentes contextos, y el lector debera
acostumbrarse a ello. Por ejemplo, podemos considerar R* como un producto,

R'=R*xR'=R*xR
tomando una tetrada (a:l,xz, z3, x.;) como el resultado de colocar juntas a la terna
(z1,%2,z3) y al nimero sencillo zs. En forma aniloga,
RE =R B,
considerando (z1, 2,3, s) como el resultado de colocar juntos a (z1,22) ¥y (=s,

:]’:4).
Si (w1, w1) y (u2,w2) son elementos de U x W, de manera que

u,uz €U y wy, wy € W,
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definimos su suma componente a componente, esto es, definimos
(u1,w1) + (u2,w2) = (w1 + w2, w1 + wa).

Si ¢ es un nimero, definimos c¢(u,w) = (cu, cw).

(a) Demuestre que U x W es un espacio vectorial con estas definiciones. . Cudl es
el elemento cero?

(b) Demuestre que dim (U x W) = dimU + dimW. En efecto, sea {us} (i =
1,...,m) una base de U ¥ {w;} ( =1,...,m) una base de W. Demuestre
que los elementos {(ui,0)} y {(0,w;)} forman una base de U x W.

(c) Sea U un subespacio de un espacio vectorial V. Demuestre que el subconjunto
de V xV que consta de todos los elementos (uw,u) con w € U, esun subespacio
de VxV.

(d) Sea {u:} una base de U. Demuestre que el conjunto de clementos (ui, %) es
una base del subespacio que aparece en (c}. En consecuencia, la dimensién de
este subespacio es la misma que la dimensién de U.

16. (Debe hacerse después de realizar el Ejercicio 15.) Sean U y W subespacios de un
espacio vectorial V. Demuestre mediante el método indicado que

uim U 4 dim W = dim(U + W) + dim(U N W).

(a) Demuestre que la aplicacién
LUxW-—=V
dada por
L{u,w) =u—w
es wna aplicacién lineal.

(b) Demuestre que la imagen de LesU+W.

(c) Demuestre que el nicleo de L es el subespacio de U x W que consta de todos
los elementos (u,u) donde u estd en U N W. ;Cuél es una base para este
subespacio? jCudl es su dimensién?

(d) Aplique la férmula de la dimensién que aparece en el texto para concluir la
demostracion.

IV, §4. El rango y las ecuaciones lineales de nuevo

Sea A una matriz de m X n,
ayn s Qin
A=
Ami " CGmn
Sea La:R™ — R™ la aplicacién lineal que se definié antes, a saber,
La(X) = AX.

Como ya hemos mencionado, el niicleo de L4 es el espacio de soluciones del
gistema de ecuaciones lineales escrito en forma abreviada como

AX =0,
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Analicemos ahora su imagen.

Sean E!,...,E" los vectores unitarios canénicos de R™, escritos como vec-
tores columna dé la siguiente manera:
1 0
0 0
1 - n
E=1.1, » & =N
0 1
Entonces la multiplicacién ordinaria de matrices muestra que
AE? = A

es la j-ésima columna de A. En consecuencia, para cualquier vector
X=zE' "+ +a,E",
encontramos que
AX = La(X) = A 4+ -+, AT
Asi, vemos que:

Teorema 4.1. Laimagen de Ly es el subespacio generado por las columnas

de A.

En el Capitulo 111 dimos un nombre a la dimensién de ese espacio, a saber,
rango por columnas, y vimos que es igual al rango por renglones y que se
conoce simplemente como rango de A. Ahora podemos interpretar este rango
también de la siguiente manera:

El rango de A es la dimensidn de la imagen de L, .

Teorema 4.2. Sea r el rango de A. Entonces la dimensidn del espacio de
soluciones de AX = O es iguala n—r.

Demostracion. Por el Teorema 3.2 tenemos que
dimImUZL, 4+ dimKer Ly = n.

Pero dimImZ,y = r y KerL, es el espacio de soluciones de las ecuaciones
lineales homogéneas, de manera que nuestro aserto ahora es claro.

Ejemple 1. Encuentre la dimensién del espacio de soluciones del sistema
de ecuaciones siguiente:
x4+ y+ 242w =0
z4+y—2z—- w=0.

I'n este caso, la matriz A es

2 -1 1. 2
1. 1 =2 =)
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Tiene rango 2 debido a que los dos vectores

@)+ )

son linealmente independientes, como se puede ver con facilidad. [Use operacio-
nes por renglén y por columna, o bien, higalo mediante ecuaciones lineales.] En
consecuencia, la dimensién del espacio de soluciones es 4 —2 = 2.

Recordemos que el sistema de ecuaciones lineales también se podria escribir
en la siguiente forma;

X A =0 para T [ )

donde A; son los renglones de la matriz A. Esto significa que X es perpen-
dicular a cada renglén de A. Entonces X también es perpendicular al espacio
de renglones de A, i.e., al espacio generado por los renglones. Ahora resulta
conveniente introdueir alguna terminologia.

Sea U un subespacio de R™. Sea

UL = conjunto de todos los elementos X de R” tal que X - Y =0
para todo Y en U.

Decimos que UL es el complemento ortogonal de U. Es el conjunto de
los vectores que son perpendiculares a todos los elementos de U, o bien, como
también diremos, perpendicular al propio U. Entonces se verifica con facilidad
que U es un subespacio (Ejercicio 8).

Sea U el subespacio generado por los vectores renglén de la matriz A =
(a;;). Entonces su complemento ortogonal U+ es precisamente el conjunto de
soluciones de las ecuaciones homogéneas

X-4=0 para todo 1.

En otras palabras, tenemos que

(espacio de renglones de A)* = Ker Ly = espacio de soluciones de
AX = 0.

Teorema 4.3. Sea U un subespacio de R™. Entonces
dimU + dim U+ = n.

Demostracin. Sea r = dimU. Si r = 0, entonces el aserto es obvio. Si
r # 0, entonces U tiene una base y, en particular, estd generada por un nimero
finito de vectores Aj,...,A,, que se pueden considerar como los renglones de
una matriz. Entonces la férmula de la dimensién es un caso especial del Teorema ‘
4.2.
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En el espacio de tres dimensiones, por ejemplo, el Teorema 4.3 prueba el
hecho de que el complemento ortogonal de una recta es un plano y viceversa, tal
como se muestra en la figura.

UJ.

Figura 2

En el espacio de 4 dimensiones, el complemento ortogonal de un subespacio
de dimensién 1 tiene dimensién 3. El complemento ortogonal de un espacio de
dimensién 2 también tiene dimensién 2.

Estudiemos ahora brevemente las ecuaciones no homogéneas, esto es, un sis-
tema de la ferma

AX = B,

donde B es un vector dado (m-tupla). Dicho sistema quizds no tenga una

solucidn; en otras palabras, las ecuaciones pueden ser lo que se llama “inconsis-
tentes”.

Ejemplo 2. Considere el sistema
3z — y+ z=1,

I+ y— z=2
z — 2y 4+ 2z =5.

Resulta que el tercer renglén de la matriz de coeficientes

3 -1 1
A=12 1 -1
1 -2 2

s obtiene al sustraer el segundo renglén del primero. En consecuencia, se infiere
de inmediato que el rango de la matriz es 2. Por otro lado, 5 # 1—2, de manera
que no puede haber una solucién del sistema de ecuaciones anterior.

‘Teorema 4.4.  Considere un sistema no homogéneo de ecuaciones lineales

AX = B.
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Suponga que existe al menos una solucién X,. Entonces el conjunto de

soluciones es precisamente
Xo+ KerLj.

En otras palabras, todas las soluciones son de la forma

Xo+Y, donde Y es una solucién de AY = 0.

Demostracién. Sea Y € Ker La . Esto significa que AY = O. Entonces,
A(Xg+Y)=AXo+ AY = B+ 0 =B,

de manera que Xo+Ker L, esti contenido en el conjunto de soluciones. Recipro-
camente, sea X cualquier solucién de AX = B. Entonces,

A(X 4 Xo)= AX = AXp=B~B=0.

En consecuencia, X = X+ (X — Xq), donde X — Xo =Y y AY = O. Esto
prueba el teorema.

Cuando existe al menos una solucién del sistema AX = B, entonces dimKer
L, se conoce como dimensién del conjunto de soluciones. Es la dimensién
del espacio de soluciones del sistema homogéneo.

Ejemplo 3. Encuentre la dimensién del conjunto de soluciones del siguiente
sistema de ecuaciones y determine este conjunto de R’

2z+ gy + 2z =1,
y—z=0.
Vemos por inspeccién que hay al menos una solucién, a saber, £ = —%,y =
z = 0. El rango de la matriz
2 gl
01 -1

es igual a 2. Por tanto, la dimensién del conjunto de soluciones es 1. El es-
pacio vectorial de las soluciones del sistema homogéneo tiene dimension 1, y se
encuentra ficilmente que una solucién es

sy 2= =1

En consecuencia, el conjunto de soluciones del sistema no homogeneo es el con
junto de todos los vectores

(3,0,0)+#(-1,1,1),

donde t varia sobre todos los niimeros reales. Vemos que nuestro conjunto de
goluciones es una linea recta.
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Ejercicios 1V, §4

. Sea A un vector no nulo en R™. ;Cudl es la dimensién del espacio de soluciones
de la ecuacién A-X =07

. (Cudl es la dimensién del subespacio de R® perpendicular a los dos vectores
(1,1,—-2,3,4, 5) y (0,0,1,1,0,7)7

. S8ea A un vector no nulo del espacio de » dimensiones. Sea P un punto en el
espacio de n dimensiones. ;Cudl es la dimensién del conjunto de soluciones de la
ecuacién

X -A=P. - A?

. ;Cudl es la dimensién del espacio de soluciones de los siguientes sistemas de ecua-
ciones lineales? En cada caso, encuentre una base para el espacio de soluciones.

(a) 2e4+y—2=0 (b) r—y+2z=0
20+y+2z=0

(c) 4+ Ty —wz =0 (d) z+y+2z=0

2 —y+2=0 z—y=0

v+z=0

. ;Cudl es la dimensién del espacio de soluciones de los siguientes sistemas de ecua-
ciones lineales?

(a) 22 —3y+2=0 (b) 20+ Ty =0
r4+y—2z=10 z—2y+4+2=0
(c) 20 —3y+z2=10 (d) t+y+z=0
z+y—2z=10 2042y +2:=0
3z 4+ 4y =0
Sr+y+4+z=20

. Sea L:V — W una aplicacién lineal. Use un problema que aparece en el texto para
probar que
dimIm L < dimV

. Sean A y B dos matrices que se pueden multiplicar entre si, i.e., tales que AB
existe. Pruebe que

rango de AB < rango de A y rango de AB < rango de B.

. Sea U un subespacio de R". Pruebe que /' también es un subespacio.
P q

IV, §5. La matriz asociada con una aplicacion lineal

A cada matriz A le hemos asociado una aplicacién lineal L, . Reciprocamente,
dada una aplicacién lineal
L:R" - R™,

probaremos ahora que existe alguna matriz asociada A tal que L = L4.
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Sean El,...,E" los vectores columna unitarios de R". Para cada j =
1,...,n,sea L(E?)=A’, donde A’ es un vector columna en R™ . Por tanto,
ail Q1n
L(E )= =a', ..q4 BE= ="
Am1 Amn

Entonces, para cada elemento X en R", podemos escribir
B
X =il B =
Ln

y, por consiguiente,
L(X) = z:L{E") + -+ 2, L(E™)
=z A 4z, AT
= AX,

donde A es la matriz cuyos vectores columna son A' ..., A". En consecuencia,
L = L4, lo cual prueba el teorema.

Observacién. Al trabajar con R® y R™ estamos en posibilidades de escri-
bir vectores columna; es por eso que se pudo obtener en forma sencilla la matriz
A que se acaba de derivar. Mas adelante, en esta seccién, trabajaremos con
espacios vectoriales mds generales, en términos de bases, v podremos escribir
horizontalmente los vectores de coordenadas. La notacién horizontal dard lugar
a una transpuesta.

La matriz A anterior se denomina matriz asociada con la aplicacién lineal
i

Tal como vimos al estudiar el espacio de columnas de A, podemos expresar
las columnas de A en términos de los vectores unitarios:

‘ajl A1in
(%) T = | . =

aml Omn

Ejemplo 1. Sea F:R® — R? la proyeccién o, en otras palabras, la apli-
cacién tal que F¥(zy,z2,23) = t(r1,22). Entonces la matriz asociada con [

es
1 00
0 1 0
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Ejemplo 2. Sea I:R™ — R" lamatriz identidad. Entonces la matriz asociada
con I es la matriz

100 --- 0
0610 ---0
000 --- 1

que tiene componentes iguales a 1 en la diagonal y 0 en los demas lugares.

Ejemplo 3. Sea L:R* - R? la aplicacion lineal tal que

L(BY) = (f) L(E?) = (m?) , L(E% = (_i), L(EY) = (,1()

Conforme a las relaciones (x), vemos que la matriz asociada con L es la matriz
2 3 -5 1
1 -1 4 7))

Observacién. Sien lugar de vectores columna usamos vectores renglén, en-
tonces para hallar la matriz asociada dariamos origen a una transpuesta.

Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Si escogemos alguna base
{vi,...,vn} de V, entonces cada elemento de V' se puede escribir en términos
de coordenadas de la siguiente manera:

V=21Vt Ta Uy
Asi, a cada elemento v de V le podemos asociar el vector de coordenadas
Ty
X —
Ln
Si
w=yv1+ +Ynvn
de manera que Y es el vector de coordenadas de w, entonces

v+ w= (21 +y)vi+ -+ (2 + Yn)vn,

por lo que X + VY es el vector de coordenadas de v + w. Sea ¢ un numero;
entonces
eX =cryvy + -+ €XpUn,

de manera que cX es el vector de coordenadas de cv. Por tanto, luego de escoger
una base, podemos identificar V con R a través de los vectores de coordenadas.

Sea L:V — V una aplicacidn lineal. Entonces, después de escoger una base
que nos dé una identificacién de V con R", podemos representar L mediante
una madtriz. Distintas elecciones de bases daran origen a menudo a distintas ma-
Lrices asociadas. Algunas de las bases que se eligen suelen proporcionar matrices
cspecialmente sencillas.
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Ejemplo. Suponga que existe una base {vi,... ,Un} ¥ que existen niimeros
c1,...,6n tales que
Lv; = c;u; para T R
Entonces, con respecto a esta base, la matriz de L es la matriz diagonal
g 0 - 0
0 Gy =@ 0
0 0 - e

Si escogiéramos otra base, la matriz L podria no ser tan simple.

El principio general para hallar la matriz asociada de una aplicacién lineal
con respecto a una base se puede encontrar de la manera sigulente.
Sea {vy,...,v,} la base dada de V. Entonces existen nimeros ¢;; tales que

Lvy = e11v1 + -+ Cin¥n

Ly, = ep1vy +--F Cantn.
1 Cusl es el efecto de L sobre el vector de coordenadas X de un elemento v € V7
Dicho elemento es de la forma

v=23¥1 ++ Tnln.
Entonces

n
Loy = Zm;L(vi)

i=1
n n

= Zl‘; Zc;jvj
i= f=1
n o n

= ZZa:;c;jvj

i=1j=1

En consecuencia, hallamos que

Si G = (ci;) es la matriz tal que L(v;) = }j_,¢ijv ¥ X s el
vector de coordenadas de v, entonces el vector de coordenadas de
Lv es tCX. FEn otras palabras, en vectores de coordenadas, L se

representa mediante 'C (transpuesta de C).

Observemos que trabajamos con la transpuesta de C en lugar de la propia
C. Esto se debe a que, al escribir LV; como combinacién lineal de vy, ..., vy, la
hemos escrito en forma horizontal, mientras que antes la escribimos verticalmente
en términos de los vectores unitarios verticales E',..., E™.
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Ejemplo. Sea L:V — V una aplicacidn lineal. Sea {vi,vs,v3} una base de
V tal que

L(v1) = 2v1 — va,
L(va) = v1 + vz — 4us,
L(‘U:—}) = 5'!)1 -+ 41.?2 + 21)3.

Entonces la matriz asociada con L sobre los vectores de coordenadas es la matriz

2 1 5
-1 1 4],
0 -4 2
que es la transpuesta de la matriz
2 -1 0
1 1 —4
5 4 2

Apéndice: Cambio de bases

Quiza el lector se pregunte cémo cambia. la matriz que representa una apli-
cacion lineal cuando cambiamos una base de V. Podemos encontrar la respuesta
facilmente de la manera siguiente. Primero veamos cémo cambian las coordena-
das.

Sean {vi,...,v,} una base y {wy,...,w,} otra base de V.

Denétense con X las coordenadas de un vector con respecto a {vi,...,v,} ¥
dendtense con Y las coordenadas del mismo vector con respecto a {wy,...,
wn}.

En qué difieren X y Y7 Ahora daremos la respuesta. Sea v el elemento de
V' que tiene coordenadas X, considerado como un vector columna. Asi,
v=zv1+ -+ g,

Iisto se asemeja a un producto interior y serd conveniente usar la siguiente no-
tacién:
”n v1

H="Z T : =8 c®al] & I
U R
donde X es ahora una n-tupla renglén. En forma andloga,
wy w)
vt [ | ] =leelin)

Wn Wn
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Podemos expresar cada w; como combinacion lineal de los elementos de la base
v1,...,Un, de manera que existe una matriz B = (b;;) tal que, para cada 1,

n
Wi = Zj:l bjv; .

Sin embargo, podemos escribir estas relaciones en forma mas eficiente en forma

matricial
wy by oo+ bin U1 ™

= -l ;| -%
Wp bnl bnn Vn Un

Por consiguiente, la relacién para v en términos de los elementos de las bases se
puede expresar en la siguiente forma:

wy U1 vy
p=2Y | ) =Bt y también v =T"X
Wy Un Un

Por tanto, debemos tener 'Y B = Y . Tomar la transpuesta nos da la relacion
deseada

X'="BY;

Note de nuevo la transpuesta. El cambio de coordenadas de una base a otra
est4 dado en términos de la transpuesta de la matriz que expresa cada w; como
combinacién lineal de v1,...,vn.

Observacién. La matriz B es invertible.

Demostracién. Hay varias maneras de ver esto. Por ejemplo, con los mismos
argumentos que hemos dado, yendo de una base a otra, existe una matriz C tal
que

SN

Esto es cierto para todas las n-tuplas coordenadas X'y Y . Asi, obtenemos
X B'CX = (CB)X.

para todas las n-tuplas X. En consecuencia, CB = I es la matriz identidad,
En forma andloga, BC = I, de manera que B es invertible.

Ahora sea [:V — V una aplicacién lineal. Sea M la matriz que representa

a L con respecto a la base {vy,...,vn} ¥ sea M' la matriz que representa a [/
con respecto a la base {wy,...,w,}. Por definicién,
i MX con respecto a {v1,...,%n}
1 ) 3 3
as coordenadas de L(v) son { M'Y con respecto a {wi, ..., Wn}.

Por lo que acabamos de ver, tenemos necesariamente que

MX ='BM'Y.
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Sustituyla X ='BY y multiplique por la izquierda ambos lados de la igualdad
por ‘B™" . Entonces encontramos que

BIMtBY = M'Y.

Esto es cierto para todo Y. Si hacemos que N = 'B, entonces obtenemos la
matriz M’ en términos de M, a saber,

M' =N-1MN donde N ='B.

Por tanto, la matriz que representa a la aplicacién lineal cambia mediante una
transformacidn de semejanza. También podemos decir que M y M' son seme-
jantes. En general, dos matrices M y M’ son semejantes si existe una matriz
invertible N tal que M/ = N~1MN.

En la practica, no conviene escoger bases demasiado pronto. Para muchos
problemas se debe seleccionar una base para la cual la matriz que representa a
la aplicacidén lineal sea la mas simple, y trabajar con esta base.

Ejemplo. Suponga que, con respecto a alguna base, la matriz M que repre-
senta & L es diagonal, digamos

M:(g _?)

Entonces la matriz que representa a L con respecto a otra base sera de la forma
N-'MN,

la que puede parecer un terrible revoltijo. Cambiar N en forma arbitraria co-
rresponde a escoger una base arbitraria (por supuesto, N debe ser invertible).
Mas adelante, cuando estudiemos vectores propios, encontraremos condiciones
en las cuales una matriz que representa una aplicacién lineal es diagonal con
respecto a una conveniente eleccidn de base.

Ejercicios IV, §5

I. Encuentre la matriz asociada con las siguientes aplicaciones lineales.
(a) F:R*— R?, dada por F'(z1,%2,%3,%4) = (21, 72) (la proyeccién).
(b) La proyeccién de R* en RS,
(c) F:R? — R? dado por Fi(z,y) = *(3z,3y).
(d) F:R™ — R" dado por F(X)="1X.
(e) F:R™ — R" dado por F(X)=-X.
(f) F:R* = R* dado por F'(z1,%2,%3,74) = ‘(21,22,0,0).

2. Sea ¢ un nimero y sea L: R™ — R™ la aplicacién lineal tal que L(X) =X . ;Cudl
es la matriz asociada con esta aplicacién lineal?
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3. Sea F:R® — R? la aplicacién lineal indicada. ;Cudl es la matriz asociada de F?

(a) F(EY) = (_;) F(E?) = (‘;) F(E%) = (f)

T
_ 3xy — 2x2 + 3
(b) F(zz) = (4x1_$2+5xs).

4. Sea V un espacio de 3 dimensiones cuya base es {v1,72,v3}. Sea F:V — V la
aplicacién lineal que se indica. Encuentre la matriz de F' con respecto a la base
dada.

(a) F(’D1) = 3vz — Y3,

F(vz) =1 — 202 4 v3,

F(Us) = —2'!)1 + 4‘02 -}- 51#3.
(b) F(U1) = 3?)1, F(’UQ) = -—71)2, F(‘Dg) - 51}3.
(c) F(v1) = —2v1 + Tus,

F('v'z) = —7Us,

F(v3) = v.

5. En el texto dimos una descripcién de una matriz asociada con una aplicacién lineal
de un espacio vectorial en si mismo, con respecto a una base. En forma mds ge-
neral, sean V y W dos espacios vectoriales. Sean {v1,...,vn} una base de V y
{w1,...,wm} una base de W. Sea L:V — W una aplicacién lineal. Describa el
lector cémo podria asociar una matriz con esta aplicacién lineal, indicando el efecto
sobre los vectores de coordenadas.

6. Sea L:V — V una aplicacién lineal. Sea » € V. Decimos que v es un vector propio
para [ si existe un nimero ¢ tal que L(v) = cv. Suponga que V tiene una base
{v1,...,7.} que consta de vectores propios, donde I(v;) = ¢;v; para i=1,...,m.
;Cuél es la matriz que representa a L con respecto a esta base?




CAPITULO V

Composicion y
aplicaciones inversas

¥, §1. Composicién de aplicaciones lineales

Sean U, V y W conjuntos. Sean
F:U—=V y GV-W

aplicaciones. Entonces podemos formar la aplicacion compuesta de U en W
denotada con o F'. Por definicidn, es la aplicacién tal que

(Go F)(u) = G(F(u)) para todo u en U.

Ejemplo 1. Sea A una matriz de m X n y sea B una matriz de ¢ x m.
I'ntonces podemos formar el producto BA. Sea

L4s:R™ — R™ la aplicacién lineal tal que L4(X)=AX
y sea
Lp:R™ — R? la aplicacién lineal tal que Lp(Y)= BY.
I'ntonces podemos formar la aplicacidn lineal compuesta Lp o L4 tal que
(Lp o LaY(X) = L5 (L4(X)) = L5(AX) = BAX.

Asi tenemos que

LpoLa=1Lpa.
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Vemos que la composicién de aplicaciones lineales corresponden a la multipli-
cacion de matrices.

Ejemplo 2. Sea A una matriz de m X n y sea
LiaR" - R™
la aplicacién lineal usual tal que L4(X)= AX. Sea C un vector de R™ y sea
To:R™ - R™
la traslacién determinada por C, esto es, Tc(Y) = Y + C. Entonces, la apli-

cacién compuesta To o Ly se obtiene al aplicar primero L4 a un vector Xy
luego al trasladar mediante C'. Asi,

Te o La(X) = To(La(X)) = Te(AX) = AX +C.

Ejemplo 3 Sea V' un espacio vectorial y sea w un elemento de V. Sea
Tw:V—=V

la traslacién determinada por w, esto es, la aplicacién tal que Ty (v) = v +w.
Entonces tenemos que

Tw, (Tuu(v)) = Twl(v + wg) = v+ we + wy.
Por tanto,
Tw1 Ong = dwy4wy

Podemos expresar este hecho diciendo que la composicién de dos traslaciones de
nuevo es una traslacién. Por supuesto, la traslacién T;, no es una aplicacion
lineal si w # O, debido a que

L) =0+w=w#0,

y sabemos que una aplicacién lineal tiene que mandar al Oenel O.

Ejemplo 4. Rotaciones. Sea f un nimero y sea A(0) la matriz

A(g):(cosﬁ —senﬂ).

sen @ cos

Entonces A(f) representa una rotacién que podemos denotar con Ry. La ro-
tacién compuesta Rp, o Rj, se obtiene de la multiplicacién de matrices y, para
cualquier vector X de R?, tenemos que

6, © Ry, (X) = A(01)A(62)X.

Esta rotacién compuesta es tan sélo la rotacién determinada por la suma de los
4ngulos, a saber, #;+05 . Esto corresponde a la férmula A(6, YA(0y) = A(0;+0,).

El siguiente enunciado es una propiedad importante de las apheaciones,
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Sean U, V, W y S conjuntos. Sean
U =Y, GV =W ¥y HW-—-5
aplicaciones. Entonces

Ho(GoF)=(HoG)oPF.

Demostracion. De nuevo en este caso, la prueba es muy sencilla. Por defi-
nicidn, tenemos que, para cualquier elemento v de UJ:

(H o (G o F))(u) = H((Go F)(v)) = H(G(F(u))).
Por otro lado,
((H 0 G) o F))(u) = (H o G)(F(w)) = H(G(F())).
Por definicién, esto significa que (H o G)o F = Ho(Go F).
Teorema 1.1. Sean U, V y W espacios vectoriales. Sean las aplicaciones

lineales
U=V v G:V =W,

entonces la aplicacion compuesta G o F' también es una aplicacion lineal.

Demostracién. Esto es muy facil de probar. Sean u y v elementos de [J.
Como F' es lineal, tenemos que F(u+v) = F(u) + F(v). En consecuencia,

(G o F)(u+v) = G(F(u+)) = GF(w) + F(1).
Como ( es lineal, obtenemos
G(F(u)+ F(v)) = G(F(v) + G(F(v)).
Por tanto,
(G o F)(u+v) = (Go F)(u) + (G o F)v).
Luego, sea ¢ un nimero. Entonces
(G o F)(cu) = G(F(cu))
= G(cF(u)) (debido a que F es lineal)
= ¢G(F(u)) (debido a que G es lineal).

listo prueba que G o F' es una aplicacién lineal.

El siguiente teorema establece que algunas de las reglas de la aritmética con-
cernientes al producto y a la suma de niimeros también se aplica a la composicién
y suma de aplicaciones lineales.

Teorema 1.2. Sean U, V y W espacios vectoriales. Sea

Fill =V
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una aplicacién lineal y sean G y H dos aplicaciones lineales de V' en W.
Entonces,
(G+H)0F=G0F+HDF.
Si C es un nimero, entonces
(¢G)oF = e(G o F).
Si T:U — V es una aplicacién lineal de U en V', entonces
Go(F+T)=GoF+GoT.

Todas las pruebas son sencillas. Sélo probaremos el primer aserto y dejamos
los demas como ejercicios.

Sea u un elemento de /. Tenemos que

(G+ H)o F)(w) = (G + H)(F() = G(F(w) + H (F()
= (Go F)(u) + (H o F)(w).
Por definicién, se infiere que (G+ H)oF=GoF+ HoF.

Al igual que con las matrices, vemos que la composicién y la adicién de apli-
caciones lineales se comportan como la multiplicacién y la adicién de ndmeros.
Sin embargo, la misma observacién que hicimos con respecto a las matrices se
aplica en este caso. Primero, podemos no tener conmutatividad, y segundo, no

tenemos “divisién”, excepto, como se analizara en la siguiente seccién para las
inversas, cuando existan.

Ejemplo 5. Sea
F:R® - R®
la aplicacién lineal dada por
F(z,y,2) = (=,9,0)
y sea G la aplicacién lineal dada por
G(z,y,2) = (=,2,0).
Entonces (G o F)(z,y,2) = (2,0,0), pero (F o G)(z,y,2) =(2,%0).

Por otro lado, sea
LV oV

una aplicacién lineal de un espacio vectorial en sf mismo. Podemos iterar [
varias veces de manera que, como es usual, obtenemos

T2 =Lol P=Lolok, y asi sucesivamente.
Convengamos ademés que
I° = I = aplicacién identidad.

Por tanto L¥ es laiteracién de L consigo misma k veces. Para dichas potencina
de L si tenemos conmutatividad, a saber,

Lr-H ZLTOL" ___LsoLr.
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Ejercicios V, §1

1. Sean A y B dos matrices de m x n. Suponga que
AX =BX
para todas las n-tuplas X . Muestre que A= B.

2. Sean F y L aplicaciones lineales de V' en si mismo. Suponga que F y L conmutan,
esto es, que F oL = I o F. Pruebe las conocidas reglas siguientes:

(F+L)P=F+2FoL+I%
(F=LY¥ =F*-2FoL+ L%

(F+Lyo(F—L)=F*—I%
3. Pruebe la conocida regla para una aplicacién lineal F: V — V'
(I-F)o(I+F+.--+F)=I-F1,
4. Sean V un espacio vectorial y T:V — V una aplicacién lineal tal que T =1.
Defina P = 2(I+T) y Q= —(I T).
(a) Demuestre que P?=Pyque Q* =Q.

(b) Demuestre que P+ Q =1.
(c) Demuestre que Ker P =Im @ y que Im P = Ker Q.

5. S8ea P:V — V una aplicacién lineal tal que P? = P. Defina Q =1 — P.
(a) Demuestre que Q% = Q.
{b) Demuestre que Im P = Ker Q y que Ker P =Im Q.
Una aplicacién lineal P tal que P? = P se conoce como proyeccion y generaliza
la nocién de proyeccién en el sentido usual.

6. Sea P:V — V una proyeccién, esto es, una aplicacién lineal tal que P? = P.
(2} Demuestre que V = Ker P +1Im P.
(b) Demuestre que la interseccién de Im P con Ker P es {O}. En otras palabras,
siv€lmP y v € Ker P, entonces v =0.

Sea V un espacio vectorial y sean U y W subespacios. Se dice que V' es una suma
directa de U y W si se satisfacen las siguientes condiciones:

V=U+W y UnW={0}

I'n el ejercicio 6, el lector acaba de probar que V es la suma directa de Ker P e

Im P.

7. Sea V la suma directa de los subespacios U y W, Sea v € V y suponga que hemos
expresado v como una suma v =4 +w con v €U y w € W. Demuestre que u y
w estdn determinados en forma tnica por v. Esto es, si v = 3 +wy con uy € U
y wi € W, entonces u =u; y w=1w;.

i, Sean U y W dos espacios vectoriales, y sea V = U x W el conjunto de todas las
parejas (u,w) con w € U y w € W. Entonces V es un espacio vectorial como el
que se describe en el Ejercicio 15 del Capitulo IV, seccién §3. Sea

PV =V

la aplicacién tal que P(u,w) = (u,0). Muesire que P es una proyeccion.
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Si el lector identifica U con el conjunto de todos los elementos (u,0), donde uw € U,
e identifica W con el conjunto de todos los elementos (0,w) donde w € W, entonces
V es la suma directade U y W.

Por ejemplo, sea n = + s, donde r y s son enteros positivos. Entonces

R =R"x R%

Observe que R™ es el conjunto de todas las n-tuplas de niimeros reales, que se pueden
considerar como

(Tiy-- s Ty Y1oeeey Ysh donde zi, 95 € R.

Por tanto, R™ se puede considerar como la suma directa de R” y R*. La proyeccién
de R™ sobre las primeras r componentes estd dada por la aplicacién P tal que

PGy ey Blsoney We) = [Bayenny BryDyee 1y 0}

Esta aplicacién -es una aplicacién lineal y P? = P. Algunas veces, a la aplicacién tal
que
y 2 (e W . R |

también se le llama proyeccidén, aunque aplica R® en R", de manera que no podemos
aplicar nuevamente P a (z1,...,%.), puesto que P esta definida en todo R™.

Observe que también se puede considerar la proyeccién sobre el segundo conjunto
de coordenadas, esto es, hacemos

Q($1,...,Ir, yla"-:ys);(0)--'90;?/11"-:!’-9)'

Esta se llama proyeccién sobre el segundo factor de R™, considerado como R" x R*®.

9. Sean A y B dos matrices tales que estd definido el producto AB. Pruebe que
rango de AB < rango de A ¥ rango de AB < rango B.

[Sugerencia: Considere las aplicaciones lineales Lap, La ¥y Lp.]

En efecto, defina el rango de una aplicacién lineal L como dimTm L. Si L:V —
W y F:W — U son aplicaciones lineales de espacios de dimensién finita, demuestre
que

rango de F o L < rango de F v rango de Fo L < rango de L.

10. Sea A una matriz de m X n y sea C un vector de R™. Sea Ty la traslacidn
determinada por C, como en el Ejemplo 2. Escriba con detalle las formulas para

LaoTe(X) y Te o La(X),
donde X estd en R™. Dé un ejemplo de A y C tal que

LAOTc;éTcoLA.
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V, §2. Inversas

Sea

F.V-W

una aplicacién (usualmente se considera lineal). Decimos que F tiene una in-
versa si existe una aplicacidn
GW -V

tal que
Gol =1y v FolG=1Iw.

Con esto queremos decir que las aplicaciones compuestas Go 'y F o G son
las aplicaciones identidad de V' y W, respectivamente. Si F tiene una inversa,
también decimos que F es invertible.

Ejemplb 1. La aplicacién inversa de la traslacion T}, es la traslacién T_,,
debido a que
T yoTly(w)=T-wv+u)=v+u—u=u2.

Asi,
T i O ==

En forma analoga, 7, 0 T_, = I.
Ejemplo 2. Sea A una matriz cuadrada de n x n, y sea
Li:R*—=R"

la aplicacién lineal usual tal que L4(X) = AX . Suponga que A tiene una matriz
inversa A~!, de manera que AA™! = A7'A = I. Entonces la férmula

LyoLp=Lyp
de la seccidn anterior muestra que
LAOLA—1 ‘:‘Lr: I.

En consecuencia, I 4 tiene una aplicacién inversa, que es precisamente la multi-
plicacién por 471,

Teorema 2.1. Sea F:U — V una aplicacion lineal y supongamos que
esta aplicacién tiene una aplicacidn inversa G:V — U/ . Entonces (G es una
aplicacion lineal.

Demostracién. Sean vy,vs € V. Primero debemos demostrar que
G(’U1 + 'Ug) = G('Ul) + G(’Ug).
Sean u; = G(v1) y uz = G(vy). Por definicidn, esto significa que

Flu)=v1 vy  F(u) =
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Como F' es lineal, hallamos que
F(u1 + u2) = F(ul) + F(Ug) = v; + va.

Por definicién de aplicacién inversa, esto significa que G(v1 + v2) = u3 + ua2, con
lo que se prueba lo que se queria. Dejamos como ejercicio la comprobacién de
que G(cv) = ¢G(v) (Ejercicio 2).

Ejemplo 3. Sea L:V — V una aplicacién lineal tal que L? = O. Entonces
I 4 L es invertible, debido a que

(PR 13 ],
y en forma andloga, por otra parte, (I — L)(I + L) = I. Asi tenemos
(I+L)y'=I-1L.

Ahora expresaremos las aplicaciones inversas con una terminologia un poco
diferente.
Sea
F:V-Ww

una aplicacién. Decimos que F es inyectiva (uno a uno en terminologia
antigua) si, dados elementos v; y vz de V tales que v, # vz, entonces F'(vy) #
F('Uz) .

Nos interesa especialmente esta nocién para las aplicaciones lineales.

Ejemplo 4. Suponga que F es una aplicacién lineal cuyo nicleo no es
{O}. Entonces existe un elemento v # O en el niicleo, y tenemos

F(O)=F(v) =0.
Por tanto, F' no es inyectiva. Ahora probaremos el reciproco.

Teorema 2.2. Una aplicacidn lineal F:V — W es inyectiva si, y solo si,
su niicleo es {O}.

Demostracién. Ya hemos demostrado una implicacién. Reciprocamente, su-
pongamos que el niicleo es {O}. Debemos probar que F es inyectiva. Sean
v; # vy elementos de V distintos entre si. Debemos mostrar que F(v1) # F(v2).
Pero

F(v1) — F(v2) = F(vy —v2) debido a que F es lineal.

Como el niicleo de F es {0} y v1 — v2 # O, se infiere que F(v; —v2) # O. En
consecuencia, F(vy) — F(ve) # O, por lo que F(vy) # F(v2). Esto prueba el
teorema.

Sea F:V — W una aplicacién. Si la imagen de F es todo W, entonces
decimos que F' es suprayectiva. Las dos nociones de aplicacién inyectiva o
suprayectiva se combinan para dar un criterio basico para que I' tenga una
inversa.
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Teorema 2.3. Una aplicacién F:V — W tiene una inversa si, y solo si, es
Inyectiva y suprayectiva.

Demostracién. Supogamos que F es inyectiva y suprayectiva. Dado un ele-
mento w de W, existe un elemento v de V tal que F(v) = w (debido a que
F es suprayectiva). Existe sélo uno de tales elementos v (debido a que F es
inyectiva). Asi, podemos definir

G(w) =1nico elemento v tal que F(v) = w.
Por la manera en que hemos definido G, resulta claro que
G(F(v)) =v y F(G(w)) = w.

Por tanto, (G es la aplicacién inversa de F'.
Reciprocamente, suponga que F' tiene una aplicacién inversa G. Sean v; ¥
vy elementos de V tales que F(v;) = F(vg). Al aplicar G se obtiene

v1 = Go F(v1) = Go F(v3) = v,

de manera que F es inyectiva. Luego consideramos un elemento w de W la
ecuacion

w = F(G(w))
muestra que w = F(v) para algin v, a saber, v = G(w), por lo que F es

suprayectiva. Esto prueba el teorema.

En el caso de las aplicaciones lineales, tenemos ciertos criterios para veri-
ficar la inyectividad o la suprayectividad, lo que nos permite verificar menos
condiciones cuando deseamos probar que una aplicacién lineal es invertible.

Teorema 2.4. Sea F:V — W una aplicacion lineal. Suponga que
dimV = dimW.
(i) Si Ker F = {0}, entonces F es invertible.
(ii) Si F' es suprayectiva, entonces F' es invertible.
Demostracién. Supongamos primero que Ker F' = {O}. Entonces F es in-
yectiva, por el Teorema 2.2. Pero
dimV = dim Ker F' + dimIm F,

de manera que dimV = dimIm F, y la imagen de F es un subespacio de W
que tiene la misma dimensién que W. Por tanto, ImF = W, por el Teorema
5.6 del Capitulo I1I. En consecuencia, F es suprayectiva. Esto prueba (i), al
usar el Teorema 2.3.

Se deja como ejercicio la prueba de (ii).

Ejemplo 5. Sea F:R? — R? una aplicacién lineal tal que

Fz,y) = 3z — y, 4z + 27).
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Deseamos mostrar que F tiene inversa. Primero observamos que el niicleo de F
es {O}, debido a que, si
3z — y =0,
4z + 2y =0,
entonces podemos resolver para z y y de la manera usual: multipliquemos la
primera ecuacién por 2 y sumémosla a la segunda ecuacidén. Encontramos que
10z = 0, por lo que £ =0 y, asi, y = 0 debido a que y = 3z. En consecuencia,
F es inyectiva, ya que su nicleo es {O}.
Por tanto, F' es invertible, por el Teorema 2.4(i).

Una aplicacién lineal F:U — V que tiene una inversa G:V — U (también
decimos que es invertible) se conoce como isomorfismo.

Ejemplo 6. Sea V' un espacio vectorial de dimensién n. Sea

{v1,...,vn}
una base de V. Sea
LR =V
la aplicacion tal que
L(z1y.--,2n) = 2101 + v+ Tn¥n.

Entonces L es un isomorfismo.
Demostracién. El niicleo de L es {0}, debido a que, si

zivy+ -+ 2avy = 0,

entonces todo #; = 0 (puesto que vy,...,v, son linealmente independientes).
Laimagen de L es todo V', yaque vy,...,v, generana V. Por el Teorema 2.4,
se infiere que L es un isomorfismo.

Ejercicios V, §2

1. Sea Ry la rotacién levdgira en un angulo . ;Cémo expresaria de una manern
sencilla la inversa R;l como Ry para algin ¢? 5Si

cos@ —senf
it (senG cosﬂ)
es la matriz asociada con Rg, jcudl es la matriz asociada con Ra_l ?

2. (a) Termine la demostracién del Teorema 2.1.
(b) Dé la demostracion del Teorema 2.4(ii).

3. Sean F y G aplicaciones lineales invertibles de un espacio vectorial V' en s{ mismo,
Demuestre que
(FPo@) '=G""oF .
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. Sea L:R? — R? la aplicacién lineal definida por

L(z,y) =(z + 9,z —y)

Demuestre que I es invertible.

. Sea I:R? — R? la aplicacién lineal definida por

L(z,y) = (2z + ¥, 3z — 5y).
Demuestre que L es invertible.

. Sea L:R* — R? cada una de las aplicaciones lineales indicadas. Demuestre que L
es invertible en cada caso.
() L(z,y,2) = (z 9,z +2z,2+y+32)
(b) Liz,y,2) =02z —y+s2z+y3c+y+2).

. Sea L:V — V una aplicacién lineal tal que L2 = O. Demuestre que I — I es
invertible. (I es la aplicacién identidad sobre V.)

. Sea L:V — V una aplicacién lineal tal que L? 4 2L+ 1 = O. Demuestre que L es
invertible.

. Sea L:V — V una aplicacién lineal tal que L® = O. Demuestre que I — L es
invertible.

. Sea L:V — V una aplicacién lineal tal que L™ = O. Demuestre que I — L es
invertible.

. Sea V un espacio vectorial de dos dimensiones y sea L:V — V una aplicacién
lineal tal que L? = O, pero L # O. Sea v un elemento de V tal que L(v) % O.
Sea w = L(v). Pruebe que {v,w} es una base de V.

. Sea V el conjunto de todas las sucesiones infinitas de nimeros reales
(581, T2,T3,.. .).

4 - .- 3 . -
Este podria lamarse espacio de dimensién infinita. La adicién y la multiplicacién
por nimeros se define componente a componente, de manera que V' es un espacio
vectorial. Defina la aplicacién F:'V — V como

F(z1,22,73,...) = (0,71, 22, 23,...).

Por razones obvias, F' se conoce como el operador de traslaciéon y F es lineal.
(a) i Esinyectiva F'7 ;Cudl es el nicleo de F?

(b) ;Es suprayectiva F'7

(c) Demuestre que hay una aplicacién lineal G:V — V tal que Go F=1.

(d) La aplicacién G que aparece en (c) ;tiene la propiedad FoG =17

13. Sea V un espacio vectorial y sean U/ y W dos subespacios. Suponga que V esla

suma directa de U y W, esto es,
V=U+W y UnWw ={0}.
Sea L:U x W — V la aplicacién tal que
Ly, w)=uv+w

Demuestre que I es una aplicacién lineal biyectiva. (Que una aplicacidn lineal sea
biyectiva significa que es inyectiva y suprayectiva.)




CAPITULO VI

Productos escalares
y ortogonalidad

VI, §1. Productos escalares

Sea V' un espacio vectorial. Un producto escalar sobre V es una asociacidn
que a cualquier par de eclementos (v,w) de V le asocia un nimero, denotado
con (v, w), que satisface las siguientes propiedades:

PE 1. Tenemos que (v,w) = (w,v) para todos los v y w en V.
PE 2. Siu, v y w son elementos de V, entonces
(u,v + w) = {u,v) + (u,w).
PE 3. Si z es un nimero, entonces
(;Ir;'u,v) sl = ).
'También supondremos que el producto escalar satisface la siguiente condicién:
PE 4. Para todo v en V tenemos que (v,v) >0 y {v,v) >0 si v#£ 0.

Un producto escalar que satisface esta condicién se conoce como definitiva-
mente positivo.

En lo que resta de esta seccion supondremos que V es un espacio vectorial
con un producto escalar definitivamente positivo.
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Ejemplo 1. Sea V =R",y defina
X, V)2 X W

para los elementos X y Y de R™. Entonces éste es un producto escalar defini-
tivamente positivo.

Ejemplo 2. Sea V el espacio de funciones continuas con valores reales en
el intervalo [—m,#]. Si f y g estanen V', definimos

o= [ st

Algunas propiedades sencillas de la integral muestran que éste es un producto
escalar, que es, en efecto, definitivamente positivo.

En célculo estudiamos el segundo ejemplo, que da origen a la teoria de las
series de Fourier. En este libro sélo estudiamos las propiedades generales de
los productos escalares y sus aplicaciones a espacios euclidianos. Se emplea la
notacién { , ) porque, al trabajar con espacios vectoriales de funciones, el usar
un punto f - g se puede confundir con el producto ordinario de funciones.

Igual que en el caso de producto interior, definimos los elementos v, w de V
como ortogonales o perpendiculares entre si, y escribimos vlw,si (v,w) =
0. Si S es un subconjunto de V', denotamos con St el conjunto de todos los
elementos w de V que son perpendiculares a todos los elementos de S, i.e.,
tales que {w,v) = 0 para todo v en S. Luego, usando PE 1, PE 2 y PE 3
se verifica facilmente que S+ es un subespacio de V, conocido como el espacio
ortogonal de S. Si w es perpendicular a S, escribimos también wlS. Sea U
el subespacio de V generado por los elementos de S. Si w es perpendicular a
S ysi vy y v estan en S, entonces

(w,v1 + 1)2) = (wa Ul) ik (w: vz) = 0.
Si ¢ es un nimero, entonces
(w,evy) = e(w, vy} =0.

En consecuencia, w es perpendicular a las combinaciones lineales de elementos
de S y, por tanto, w es perpendicular a U.

Ejemplo 3. Sea (a;;) una matriz de m xn y sean Ay,...,Am sus vectores
renglén. Sea X = (x3,...,%,) como de costumbre. El sistema de ecuaciones
lineales homogéneas

ane; 4+ a1pz, =0
(%) : : 3

Gmikl +0 + AUpnTy =0
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también se puede escribir en forma abreviada usando el producto interior de la
forma siguiente:

A - X=0, ..., An-X=0.
El conjunto de soluciones X de este sistema homogéneo es, por consiguiente,
el conjunto de todos los vectores perpendiculares a A1, ..., Am. Por tanto, es

el subespacio de R™ que es el subespacio ortogonal al espacio generado por
Al,...Am. Si U es el espacio de soluciones, ¥ si W denota el espacio generado
por Ai,...Anm, tenemos

U=wt.
Decimos que dim U es la dimensién del espacio de soluciones del sistema
de ecuaciones lineales.

Igual que en el Capitulo I, definimos la longitud o norma de un elemento

v € V como
llell = Vv, v).

Si ¢ es cualquier nimero, entonces de inmediato obtenemos

llevll = lef {lll,

debido a que

llevl = V/ev, ev) = Ve (v, v} = le [lo]l-

Asi, vemos que el mismo tipo de argumentos usados en el Capitulo I se puede
emplear en esta parte. De hecho, cualquier argumento dado en el Capitulo I que
no use coordenadas se aplica a nuestra situacién mds general. Al avanzar en el
tema veremos mas ejemplos.

Igual que antes, decimos que un elemento v € V' es un vector unitario si
|l =1. Siw €V y v+# O, entonces v/||v|| es un vector unitario.

Las siguientes dos identidades se infieren en forma directa de la definicién de
longitud.

El teorema de Pitdgoras. Si v, w son perpendiculares entre si, entonces
[+ w]|? = [|o][* + [fel|*.
La ley del paralelogramo. Para cualesquiera v y w tenemos que
[+ w|? + [ — wl[* = 2{|o)|*+ 2{Jwl*

Las pruebas son triviales. Damos la primera y dejamos la segunda como ejerciclo.
Para la primera, tenemos que

llo + w|? = (v+w,v+ w) = {v,v) + 2(v,w) + (w, W)
= {[oll® + [felf?

Sea w un elemento de V tal que ||w|| # 0. Para cualquier v existe un vinico

niimero ¢ tal que v — cw es perpendicular a w. Ciertamente, para que v — cw
sea perpendicular a w, debemos tener

(v — ew,w) = 0,
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de ahi que (v, w) — {cw,w) =0,y {v,w) = ¢{w,w}). Por tanto,

_ ()
(w, )

Reciprocamente, al hacer que ¢ tome este valor se muestra que v — cw es per-
pendicular a w. Decimos que ¢ es la componente de v a lo largo de w.
En particular, si w es un vector unitario, entonces la componente de v a lo
largo de w es simplemente
c= (v, w).

Fjemplo 4. Sea V = R" con el producto escalar usual, i.e., el producto

interior. Si E; es el i-ésimo vector unitario y X = (21,...,2,), entonces la
componente de X a lo largo de E; es sencillamente
X Ef = Zj,

esto es, la i-ésima componente de X .

Ejemplo 5. Sea V el espacio de funciones continuas sobre [—m, 7]. Sea f
la funcién dada por f(z) = sen kz, donde k es algin entero > 0. Entonces,

I =virm =

-

=

Si g es cualquier funcidn continua sobre [—m, @], entonces la componente de g
a lo largo de f también se conoce como coeficiente de Fourier de g con
respecto a f,y es iguala

((.?:J{)) B %/—: g(z) sen kz dz.

Como en el caso del espacio de n dimensiones, definimos la proyeccién de
v a lo largo de w como el vector cw, a causa de nuestra representacion usual:

1/2
sen” kz d:c)

Figura 1

Ahora se pueden usar exactamente los mismos argumentos que dimos en el
Capitulo T para obtener la desigualdad de Schwarz, a saber,
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Teorema 1.1. Para todos los v y w € V tenemos

v, whl < [[v]| ]

Demostracidn. Si w = O, entonces ambos lados son ignales a 0 y nuestra
desigualdad es obvia. Ahora bien, suponga que w # O. Sea ¢ la componente
de v a lo largo de w. Escribimos

v = v —cw + cw.
Entonces v — cw es perpendicular a cw, de manera que, por Pitdgoras,
l[oll* = Il — cwll? + [lew])®
= [Jo — cull® + [el? [l
Por consiguiente, |c|?||w]||? < ||v||* ¥ al extraer raices cuadradas se obtiene
lef{ll] < fall-

Pero ¢ = {v,w)/||w||*. Entonces un factor [[w|| se cancela y, al multiplicar
ambos miembros de la desigualdad por ||w|, se obtiene

[{v, w)] < |lvli Il

lo que pruecha el teorema.

Teorema 1.2. Siv y w €V, entonces
o+ wl| < llell + llwll-
Demostracion. Es exactamente la misma que la del teorema andlogo que apa-
rece en el Capitulo I, seccién §4.

Sean v1,...,%, elementos no nulos de V' y mutuamente perpendiculares, esto
es, (vi,v;) =0 si i# j. Sea ¢; la componente de v alo largo de v;. Entonces

¥ 1 R R e

es perpendicular a v1,...,vn. Para ver esto, todo lo que tenemos que hacer es
considerar el producto con v; para cualquier j. Todos los términos que incluyen
{v;,v;) dardn 0 si ¢ # j, y tendremos dos términos restantes

(v, 95} — ¢j{vjsvj)
que se cancelan. Asi, al restar combinaciones lineales como antes, se ortogonaliza

v con respecto a vi,...,vn. El siguiente teorema muestra que ¢1v1+ -+ Ca¥n
da la mejor aproximacién a v como combinacién lineal de vy,...,vn.

Teorema 1.3. Sean vy,...,v, vectores mutuamente perpendiculares y
tales que ||v;]] # 0 para todo i. Sea v un elemento de V y sea ¢; la
componente de v a lo largo v;. Sean ay,...,a, nimeros. Entonces

lo = Spei cxvrll < llv = k=1 arvell -
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Demostracidn. Sabemos que

V= r; Cklk

es perpendicular a cada v;, ¢ = 1,...,n. En consecuencia, es perpendicular a
cualquier combinacién lineal de vy,...,v,. Ahora tenemos:

llv = 30 arwel® = |lv — 3= crve + 3o(cr — ar)vef?
= |lv = 2 crvell® + || Zler — ar)ve |
por el teorema de Pitagoras. Esto prueba que
llv = 2 cxvel® < flv — 3 arvell?,
con lo que nuestro teorema esta probado.
Ejemplo 6. Considere el espacio vectorial V' de todas las funciones conti-
nuas sobre el intervalo [0,27]. Sea
gx(z) = coskz, para k=082 ..

Usemos el producto escalar
2T
(fro) = | f(2)9(z)dz.
0
Entonces se verifica facilmente que

flgol| = vV2r ¥ llgxll =v/*  para  k>0.

El coeficiente de Fourier de f con respecto a g; es

1 2x
cp = — f(z) coskz, dz, para k>0
™ Jo
Si tomamos vg = g para k =1,...,n, entonces el Teorema 1.3 nos dice que la

combinacién lineal
co+cicosx+ezcos2e+ -+ ¢, cosne

da la mejor aproximacién a la funcién f entre todas las posibles combinaciones
lineales
ag + aycosx + -+ 4+ a, cosne

donde ay, ay, ..., a, son niimeros reales arbitrarios. Dicha suma se conoce como
suma parcial de la serie de Fourier.

En forma aniloga, podriamos tomar combinaciones lineales de las funciones
sen kz . Esto conduce a la teoria de las series de Fourier. En este libro no vamos
a profundizar mas. Solamente quisimos sefialar la analogia y la utilidad del
lenguaje geométrico y el formalismo al trabajar con estos objetos.

Il siguiente teorema se conoce como la desigualdad de Bessel.
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Teorema 1.4. Si v1,...,v, son vectores unitarios mutuamente perpendi-
culares, y si ¢; es el coeficiente de Fourier de v con respecto a v;, entonces

Yl < ol
Demostracion. Tenemos que
0<(v=>civi,v— 3 civi)
= (v,v} — 3 2ei{v,v:) + 3¢}
= (v,v) — 3 ¢

A partir de esto se infiere nuestra desigualdad.
Ejercicios VI, §1

1. Sea V un espacio vectorial con un producto escalar definitivamente positivo. Sean

¥1,...,% elementos de V', distintos de cero, que son mutuamente perpendiculares,
lo que significa que (vi,v;) =0 si 1 # j. Demuestre que w1, ..., v, son linealmente
independientes.

El siguiente ejercicio proporciona un ejemplo importante de un producto escalar.

2, Sea A una matriz simétrica de n x n. Dados dos vectores columna X y ¥ € R",
defina
XV ="XA%

(a) Muestre que este simbolo satisface las primeras tres propiedades de un producto
escalar.

(b) Dé un ejemplo de una matriz de 1 x 1 y una matriz no nula de 2 x 2 tales
que no se satisfaga la cuarta propiedad. Si esta cuarta propiedad se satisface,
esto es, ‘X AX > 0 para todo X # O, entonces la matriz A se denomina
definitivamente positiva.

(c) Dé un ejemplo de una matriz de 2 X 2 que sea simétrica y definitivamente

positiva.
a b
e (6 d) i

(d) Sea & >0, y sea
Pruebe que A es definitivamente positiva si, y sélo si, ad —b* > 0. [Sugerencia:
Sea X = (z,y) y complete el cuadrado en la expresién ‘X AX ]

(e) Si @ < 0, muestre que A no es definitivamente positiva.

3. Determine si las signientes matrices son definitivamente positivas.

LGOI I
@ (13) @ (i 1)
© (3 1) @, g
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La traza de una matriz

4.

Sea A una matriz de n x n. Defina la traza de A como la suma de los elementos
diagonales. Asi, si A = (ai;), entonces

tr(A) = E;;l Qis.

Por ejemplo, si

entonces tr(A) =1+4+4=5. Si

1 -1 B
A={2 1 3],
L =i ¥

entonces tr(A4) = 9. Calcule la traza de las siguientes matrices:

I T g 3 -2 4 =2 1 1
(a) (—1 5 2) (b) ( 1 4 1) (c) ( 3 4 4).
2 3 —4 -7 -3 =3 -5 2 6

. {(a) Demuestre que tr(A) = tr(*A) para cualquier matriz cuadrada A.

(b) Demuestre que la traza es una aplicacién lineal.

. 8i A es una matriz cuadrada simétrica, demuestre que tr(AA) > 0.

. Sean A y B las matrices indicadas. Muestre que

tr(AB) = tr(BA).
o -1 1 3 1 38
(@) A={2 41 B=[ 110
&l o0 1 -1 2 1
1 7 3 3 -2 4
(b) A= | <lonSwrt B=| 1 41
3 =4 il

2

- (a) Pruebe en general que, si A y B son matrices cuadradas de n x n, entonces

tr(AB) = tr(BA).

(b) Si C es una matriz de n x n que tiene una inversa, entonces (G AC) =
tr(A).

. Sea V el espacio vectorial de las matrices simétricas de n x n. Para Ay B€ V,

defina el simbolo
(A, B) = tr(ARB),
donde tr es la traza (suma de los elementos diagonales). Demuestre que las pro-

piedades anteriores, en particular, implican que ésta define un producto escalar
definitivamente positivo sobre V.

Los Bjercicios 10 a 13 tratan del producto escalar en el contexto referente al célculo.
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10. Sea V el espacio de las funciones continuas sobre [0, 2r] y suponga que el producto
escalar estd dado por la integral sobre este intervalo como aparece en el texto, esto
es,

{f.9) =] wf(:c)g(s:)dz.

Sea gn(z) =cosnr para n > 0,y hn(z) =senmz para m > 1.

(a) Muestre que ||go|| = V27, ||gn|| = ||Bn]| = /7 para n > 1.

(b) Muestre que gn L gm si m #n, ¥ gn L b para todos los m, n. Sugerencia:
Use fémulas como las siguientes:

sen Acos B = [sen(A + B) + sen(A — B))

[cos(A + B) + cos(A — B)].

1
2
cos Acos B = %

11. Sea f(z) = z en el intervalo [0, 2x]. Encuentre {f, g») y (f, hn) para las funciones
G ¥ hyn del Ejercicio 10. Encuentre los coeficientes de Fourier de f con respecto a
gn ¥ bn.

12. La misma pregunta que en el Ejercicio 11 pero con f(z) = z*. (Los Ejercicios 10 y
11 brindan al lector un repaso de algunas integrales elementales del célculo.)

13. (a) Sea f(xr) ==z en el intervalo [0,2x]. Encuentre ||f]|.
(b) Sea f(z)=z” en el mismo intervalo. Encuentre | f||.

VI, §2. Bases ortogonales

A todo lo largo de esta seccion consideramos que V' es un espacio vectorial con
un producto escalar definitivamente positivo. Se dice que una base {v1,...,v,}
de V es ortogonal si sus elementos son mutuamente perpendiculares, i.e., si
{vi,v;) = 0, siempre que i # j. Si ademas cada elemento de la base tiene norma
igual a 1, entonces la base se llama ortonormal.

Ejemplo 1. Los vectores unitarios canénicos
By en R

forman una base ortonormal de R”. Ciertamente, cada uno tiene norma igual
a 1 y son mutuamente ortogonales, esto es,

T - B0 si i 4
Por supuesto, hay muchas otras bases ortonormales de R™.

En el siguiente sentido, este ejemplo es representativo.
Sea {e1,...,en} una base ortonormal de V. Cualquier vector v € V s¢
puede escribir en términos de coordenadas de la manera siguiente:

v==xie1++ Tpen donde neR
Denotemos con w otro elemento de V' y escribamos

w=yiel + -+ Ynén donde yi ER
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Entonces
(y w) <231€1+ “+ Znén,Y1€1 +“‘+?Jn€n)

= Zf,j=1(3'£eésyjei)

debido a que {e;,e;) = 0 para i # j. En consecuencia, si X es la n-tupla de
coordenadas de v y Y es la n-tupla de coordenadas de w, entonces

(v,w) =X .Y

de manera que el producto escalar estd dado precisamente como el producto
interior de las coordenadas. Este es uno de los usos de las bases ortonormales:
identificar el producto escalar con el conocido producto interior.

Ejemplo 2. Considere R?. Sean

A=(1,1) v B=(1,-1).
Entonces A-B = 0, de manera que A es ortogonala B,y A y B son linealmente
independientes. Por tanto, forman una base de R” y, de hecho, forman una base
ortogonal de R*. Para obtener de ellos una base ortonormal, dividimos a cada
uno entre su norma, de manera que una base ortonormal estd dada por

( 1 1 ) ( 1 —1)

En general, suponga que tenemos un subespacio W de R™, y sea A,,..., A,
cualquier base de W. Queremos obtener una base ortogonal de W, para lo
cual aplicamos un proceso de ortogonalizacién paso a paso. Comenzamos con
Ay = B;. Luego tomamos Ay y restamos su proyeccién a lo largo de A; para
obtener un vector B;. Luego tomamos A3 y restamos su proyecciones a lo largo
de By y By para obtener un vector Bs. Después tomamos A4 y restamos sus
proyecciones a lo largode By, By y Ba para obtener un vector By . Continuamos
de esta manera, lo que finalmente nos llevard a una base ortogonal de W .

Enunciamos este hecho como un teorema y lo probamos en el contexto de
espacios vectoriales con un producto escalar,

Teorema 2.1. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, con un
producto escalar definitivamente positivo. Sea W un subespacio de V y

sea {wy,...,Wm} una base ortogonal de W. Si W # V, entonces existen
elementos W1, ..,w, de V tales que {w1,...,w,} es una base ortogonal
de V.

Demostracién. El método usado en la demostracién es tan importante como el
teorema, y se conoce como proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.
Sabemos por el Capitulo III, seccién §3, que podemos encontrar elementos
V1, -+, Un de V tales que

04, oo Wiy Vhpbdopn v i}
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es una base de V. Por supuesto, no es una base ortogonal. Sea W41 el espacio
generado por wi ..., Wm,Vm+1- Primero obtendremos una base ortogonal de
Wyt - La idea consiste en considerar v,,,1 y restarle su proyeccién a lo largo
de wy, ..., Wy . Asi, hagamos

_ (vm+law1> 3 (vm+1:wm)
Cr =2 = = oy weonfll Ol N .y ¢
(w1, w1) (W s W)
Sea
Wmtl = Um41 — QW — - — Con Wy -

Entonces w41 s perpendicular a wy, ..., Wn . Ademids, wpy1 F O (en caso
contrario vpm41 seria linealmente dependiente de wy, ..., Wm ), ¥ Ums1 perienece
al espacio generado por wy, ..., w41 debido a que

Um41 — Wm41 4w+t CmWm.

En consecuencia, {wy,...,Wn es una base ortogonal de W11 . Podemos
3 1 1 +1 +1

proceder ahora por induccién, mostrando que el espacio Wiy, generado por

Wiy eeoy Wy Umdlye oy Umts
tiene una base ortogonal

{w1, ey Wl e ,wm+,}
donde s =1,...,n — m. Esto concluye la prueba.

Corolario 2.2. Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita con un
producto escalar definitivamente positivo. Suponga que V # {O0}. Entonces
V' tiene una base ortogonal.

Demostracién. Por hipdtesis, existe un elemento vy de V tal que v £ (@
Supongamos que W es el subespacio generado por vy y apliquemos el teorema
para obtener la base deseada.

Resumamos el procedimiento del Teorema 2.1 una vez mds. Suponga queé
se nos da una base arbitraria {v1,...,v,} de V. Deseamos ortogonalizarla.
Procedamos de la manera siguiente. Hagamos

'Ul = V1,

P (v2, V1)
R T

vh = vs — (vs, v3) - (vs, v1) L

' (vh,v5) = (vh, %)
T Sy e A

{vh-1, Va_1) (v],v1)
Entonces {v{,...,v),} es una base ortogonal.

Dada una base ortogonal, siempre podemos obtener una base orfonorml
dividiendo cada vector entre su norma.
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Ejemplo 3. Encuentre una base ortonormal para el espacio vectorial gene-
rado por los vectores (1,1,0,1), (1,—2,0,0) y (1,0,—-1,2).
Denotemos estos vectores con A, B y C. Sea
, B-A
B'=B-— ik AA,
En otras palabras, restamos de B su proyeccion a lo largo de A. Entonces B’
es perpendicular a A. Encontramos que

B' = £(4,-5,0,1).
Ahora restemos de C su proyeccidn a lo largo de A y B, asi que hacemos

C-A C-B'
I3

=l - A-—

y =0 A-A B'. B
Como A y B’ son perpendiculares entre si, al considerar el producto escalar
de C' con A y B’ se muestra que C' es perpendicular tanto a A como a B’.

Encontramos que

B.

C' = 1(—4,-2,-1,6).

Los vectores A, B’ y C' son no nulos y mutuamente perpendiculares. Pertene-
cen al espacio generado por 4, B y C. En consecuencia, constituyen una base
ortogonal para ese espacio. Si deseamos una base ortonormal, dividimos estos
vectores entre su norma, y asi obtenemos

A1

m = :/—_3(1: 1)01 1):
B! 1

”—B,—” = T4—2(4:_5105 1)3
ol 1

e W . =9 A
o~ v B RO

como una base ortonormal.

Ejemplo 4. Encuentre una base ortogonal para el espacio de soluciones de
la ecuacidn lineal
3z —2y+z=0.

Primero encontramos una base, no necesariamente ortogonal. Por ejemplo,
demos a z un valor arbitrario, digamos z = 1. Por tanto, tenemos que satisfacer

3z — 2y = —1.
A simple vista, hacemos £ =1, y=2 obien z = 3, y = 5, esto es,
A==l B2 1) y B = (3,3, 1)

Iintonces se puede verificar facilmente que A y B son linealmente independien-
tes. Por el Teorema 4.3 del Capitulo 4, el espacio de soluciones tiene dimensién
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92, de manera que A y B forman una base de ese espacio de soluciones. Para
obtener una base ortogonal, comenzamos con A. Entonces hacemos

C =B — proyeccién de B a lo largo de A

B-A
S

d(gl:i)
= A3y

Entonces {A,C} es una base ortogonal del espacio de soluciones. Algunas veces
es conveniente eliminar el denominador. Podemos usar

A=41,21) ¥y D=(2,1,-4)

en forma satisfactoria como una base ortogonal de ese espacio. Como compro-
bacién, sustituya en la ecuacion original para ver que estos vectores dan solu-
ciones, y también verifique que A - D =0, de manera que son perpendiculares
entre si.

Ejemplo 5. Encuentre una base ortogonal para el espacio de soluciones de
las ecuaciones homogéneas
3z —2y+z4+ w=0,
z ey + 2w = 0.

Sea W el espacio de soluciones de R*. Entonces W es el espacio ortogonal
a los dos vectores

(3,-2,1,1) y (1,1,0,2).

Estos, por supuesto, son linealmente independientes. (Por ejemplo, mediante
distintos argumentos el lector puede probar facilmente que la matriz

-2 1
10
tiene rango igual a 2). En consecuencia,
dimW =4-2=2.
A continuacién hallamos una base para el espacio de soluciones, Pongamos
w =1 y resolvamos el sistema
3z — 2y + 2z =-1,
z + Y = —Qr
mediante eliminacién ordinaria. Si ponemos y = 0 obtenemos una solucion con
r=-2y
z=-1—-3z+4+2y=05.
Si ponemos y = 1, obtenemos una solucién con 2 = -3y

z=—1-—3z+ 2y =10.
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Asi, obtenemos las dos soluciones siguientes:
A= (_210)5,1) y B = (_371)103 1)

(Para comprobar, sustituya en el sistema de ecuaciones original para ver que no
se ha cometido ningin error de computo.) Estas dos soluciones son linealmente
independientes, debido a que, por ejemplo, la matriz

-2 0
=3 |1
tiene rango 2. En consecuencia, {4, B} es una base para el espacio de soluciones.
Para encontrar una base ortogonal, ortogonalizamos B, para obtener
B.-A 19
B'=B———A=B—- "4,
A-A 10
También podemos eliminar denominadores y hacemos C = 108’ , de manera que

C = (-30,10,100,10) — (—38,0,95, 19)
= (8, 10,5, —9)

Entonces {A,C} es una base ortogonal para el espacio de soluciones. (Com-
pruebe de nuevo sustituyendo en el sistema de ecuaciones, y también verifique
la perpendicularidad viendo directamente que A-C =0 i)

También se puede encontrar una base ortogonal sin adivinar soluciones por
simple vista o por eliminacién desde el comienzo, de la siguiente manera.

Ejemplo 6. Encuentre una base para el espacio de soluciones de la ecuacién
3z —2y+2=0.

El espacio de soluciones es el espacio ortogonal al vector (3,-2,1) y, por
tanto, tiene dimensién igual a 2. Por supuesto, hay muchas bases para este
espacio. Para encontrar una, primero extendemos (3,—2,1) = A a una base de
R®. Hacemos esto seleccionando vectores B vy C de manera que A, By C
sean linealmente independientes. Por ejemplo, tome

B =(0,1,0)

y
¢ =(0,0,1).

Entonces A, B y C son linealmente independientes. Para ver-esto, procedemos
como de costumbre. Si a, b y ¢ son niimeros tales que

aA+bB +eC =0,

entonces
3a =0,

—2a + b =0,
a+ ¢ =10.
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Esto se resuelve facilmente para ver que a =b=¢ =0, demodo que A, By C
son linealmente independientes. Ahora debemos ortogonalizar estos vectores.

Sea,
r_g_{BA), (§ 51
B=B-m ai=\?vi)
C.f:C (C’A)A__ (CIB)BI

T (4,47 (B, B)
= (0,0,1) — £(3,22,1) — £(3,5,1).

Entonces {B’,C’} es una base para el espacio de soluciones de la ecuacién
dada. Como el lector puede ver, este procedimiento es ligeramente mas largo
que el de adivinar primero, e incluye una ortogonalizacién mds que el
Ejemplo 4.

En el Teorema 2.1 obtuvimos una base ortogonal para V' al comenzar con una
base ortogonal para un subespacio. Ahora observemos la situacién de manera
mas simétrica,

Teorema 2.3. Sea V un espacio vectorial de dimension n, con un pro-

ducto escalar definitivamente positivo. Sea {w1, ..., Wy, ¥1,...,4,} una base
ortogonal para V. Sea W el subespacio generado por wy, ..., w, y sea U el
subespacio generado por uy, ..., u,. Entonces U = W+, o bien, por simetria,

W = UL. En consecuencia, para cualquier subespacio W de V tenemos la
siguiente relacidn:
dimW + dim W+ = dim V.

Demostracién. Probaremos que Wt cCcU y UcCW*, de manera que
Wi=U. _

Primero sea v € W+ . Existen ntimeros a; (i=1,...,7) y b; (=1,...,5)
tales que

v=Yorg siwi+ Y by
Como v es perpendicular a todos los elementos de W, tenemos, para cualquier
it R
O=v-wi =Y ayw; we+ p bjuj wy
= ApWg * Wk

debido a que wi-wy = 0sii#k,y uj-wx =0 paratodo j. Como wy-wi # 0, se
infiere que a; = 0 para todo k =1,...,r, de manera que v es una combinacion
lineal de uy,...,u, y v € U. Asi, Wt CU.

Reciprocamente, sea v € U, de manera que v es una combinacion lineal de
Uy,...,us. Como {wy,..., W, uy,...,U,} €s una base ortogenal de V', se infierc
que cada u; es perpendicular a W, por lo que el propio v es perpendicular a
W, de modo que U C W+ . Por consiguiente, hemos probado que U = Wi,
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Por tltimo, el Teorema 2.1 muestra que la situacidén anterior se aplica a
cualquier subespacio W de V' y, por la definicién de dimensidn,

dimV =r+ s = dim W + dim W+,
concluyendo asi la prueba del teorema.

Ejemplo 7. Considere R?. Sean A y B dos vectores linealmente indepen-
dientes en R>. Entonces el espacio de vectores que son perpendiculares tanto
a A como a B es un espacio de dimensién 1. Si {N} es una base para este
espacio, cualquier otra base para este espacio es del tipo {tN}, donde ¢ es un
nimero 3 0.

De nuevo en R?, sea N un vector no nulo. El espacio de vectores perpen-
diculares a N es un espacio de dimensién 2, es decir, un plano que pasa por el
origen 0.

Observacién. El Teorema 2.3 brinda una nueva prueba del hecho de que
el rango por renglones de una matriz es igual a su rango por columnas. En
efecto, sea A = (a;;) una matriz de m x n. Sea S el espacio de soluciones de la
ecuacién AX = O, de manera que S = Ker L 4. Por el Teorema 3.2 del Capitulo
IV, tenemos que

dim S + rango por columnas = n,

dado que la imagen de L4 es el espacio generado por las columnas de A.

Por otro lado, S es el espacio de vectores en R™ perpendiculares a los ren-
glones de A, de manera que, si W es el espacio renglén, entonces S = Wi . Por
consiguiente, por el Teorema 2.3 obtenemos

dim S + rango por renglones = n.

Estc prueba que rango por renglones = rango por columnas. De alguna manera,
ésta es una prueba conceptual mds satisfactoria de la relacion que la que se hizo
con anterioridad empleando operaciones por renglones y por columnas.

Para concluir esta seccién sefialaremos cierta notacién 1util. Sean X y Y €
R" y consideremos X y Y como vectores columna. Denotemos con { , } el
producto escalar canénico sobre R™. Asi, por definicidn,

vX,Y) SEXY.
En forma analoga, sea A una matriz de » x n. Entonces
(X, AY ot (A SE i (" A Nl

Por tanto, obtenemos la férmula

(X, AV = (AX,Y).

La transpuesta de la matriz 4 corresponde a transponer A a ‘A de un lado del
producto escalar al otro. Esta notacién se usa con frecuencia en aplicaciones, lo
cual es una de las razones de que se mencione en esta parte.
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Ejercicios VI, §2

1. Encuentre bases ortonormales para los subespacios de R? generados por los siguien-
tes vectores:
(a) (L1,-1) ¥y (1,0,1),
(b) (2,1,1) y (1,3,-1).

2. Fncuentre una base ortonormal para el subespacio de R* generado por los vectores
(1,2,1,0) y (1,2,3,1).

3. Encuentre una base ortonormal para el subespacio de R* generado por (1,1,0,0),
(1,-1,1,1) y (-1,0,2,1).

4. Encuentre una base ortogonal para el espacio de soluciones de las siguientes ecua-

ciones.
(a) 22 +y—2=0 (b) z—y+z=10
y+z=0
(¢) 4z+ Ty— w2 =0 (d) 2+y +z=10
25— yt+ z=0 <y =0

y+z=0

En los siguientes ejercicios, consideremos el espacio vectorial de las funciones con-
tinuas sobre el intervalo [0,1]. Definamos el producto de des de dichas funciones, f y
g, mediante la regla signiente:

mw=/meNL

5. Sea V el subespacio de funciones generado por las dos funciones f(t) =1y g(t) =
12 . Halle una base ortonormal para V.

6. Sea V el subespacio generado por las tres funciones 1, ¢, t* (donde 1 es la funcién
constante). Halle una base ortonormal para V.

7. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita con un producto escalar definitiva-
mente positivo. Sea W un subespacio. Demuestre que

V=W+W*t y WwWnw*={o}
En la terminologfa del capitulo anterior, esto significa que V' es la suma directa de
W y su complemento ortogonal. [Use el Teorema 2.3.]

8. En el ejercicio 7, demuestre que (WJ')‘L =W . ;Por qué resulta esto inmediato a
partir del Teorema 2.37

9. (a) Sea V el espacio de las matrices simétricas de n x n. Con respecto a A y
B eV, defina
(A, B) = tr(AB),
donde tr es la traza (suma de los elementos de la diagonal). Demuestre que esto
satisface todas las propiedades de un producto escalar definitivamente positivo.
(El lector quizds haya hecho esto como ejercicio en una seccién anterior.)

(b) Sea W el subespacio de las matrices A tales que tr(A4) = 0. ;Cudl es la
dimensién del complemento ortogonal de W, relativo al producto escalar que
aparece en el inciso (a)? Proporcione una base explicita para este complemento
ortogonal.
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10. Sea A una matriz simétrica de n x n. Sean X y Y € R" valores propios para
A, esto es, suponga que existen niimeros o y b tales que AX =aX y AY =Y.
Suponga que @ # b, y pruebe que X y Y son perpendiculares entre si.

VI, §3. Aplicaciones bilineales y matrices

Sean U, V y W espacios vectoriales, v sea
plUxV =W
una aplicacion. Decimos que ¢ es bilineal si, para cada u € U fija, la aplicacidén
v ¢(u,v)
es lineal y, para cada v € V fija, la aplicacién
u— ¢(u,v)

es lineal. La primera condicién desarrollada es la siguiente:

e(u,v1 +v2) = p(u,v1) + @(u, v2),
wl(u, cv) = ce(u,v),

¥ del mismo modo para la segunda condicién en el otro lado.

Ejemplo. Sea A una matriz de m x n, 4 = (a;;). Podemos definir una
aplicacion
pa:R" xR = R
al hacer
0a(X,Y) =X AY,

la cual, desarrollada, tiene el siguiente aspecto:

a1 ot 1p Y1
(Z15.0 0, 8m)
Am1 " Amna Un

Se supone que nuestros vectores X y Y son vectores columna, de manera que *X
es un vector renglén, tal como se muestra. Entonces YX A es un vector renglén
y "X AY es una matriz de 1 x 1, i.e., un ntimero. Asi, ¢4 aplica parejas de
vectores en los reales. Dicha aplicacidn ¢4 satisface propiedades similares a las
de un producto escalar. Si fijamos X, entonces la aplicacién ¥ — *X AY es
lineal, y si fijamos Y, entonces la aplicacidn X — X AY también es lineal. En
otras palabras, al fijar X tenemos

{PA(X: ¥ + YI) = (PA(X; Y) + ‘PA(X: Yl):
pa(X,cY) = cpa(X,Y),
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y en forma andloga si fijamos Y . Esto sélo es una reformulacién de las propie-
dades de la multiplicacién de matrices, a saber,

WA +7) = "XAY £ XAY,
X A(cY) = c'X AY.

En conveniente desarrollar la multiplicacién *X AY como suma. Observe que

o e m
j-ésima componente de ‘XA = Y " | @iay,

y, as{’ 1 n m 1 m
XAY = Y0 D imy Tiijj = D=1 2 im % %iY5 -

Ejemplo. Sea
L 2
4=(3 )

Si X = (xl) v Y= (yl) entonces
T2 Y2

XAY = 2y + 22192 + 3T2y1 — T202-

Teorema 3.1. Dada una aplicacién bilineal ¢: R™ x R" — R, existe una
matriz unica A tal que p = w4, Le., tal que

o(X,Y) = X AY.

Demostracién. El enunciado del Teorema 3.1 es similar al enunciado para
representar aplicaciones mediante matrices, y su prueba es una extensién de las
pruebas anteriores. Recuerde que usamos las bases candnicas para R" a fin
de probar estos resultados anteriores, y que usamos coordenadas. En este caso

hacemos lo mismo. Sean E',...,E™ los vectores unitarios canénicos para REN
y sean U?,...,U" los vectores unitarios canonicos para R"™. Entonces podernos
expresar cualquier X € R™ como
N
X - Zi:l mtE

y cualquier ¥ € R" como '

=) iU
Entonces,

e(X, Y)Y = p(z E' + -+ 2 B,y U 4 -+ 5, UT).
Al usar 1a linealidad por la izquierda, encontramos que
(X, Y) = S3s 2ip(B5 U= + 9 UT)
Al usar la linealidad por la derecha, encontramos que
P(X,Y) = Tty Yiey mibe(E, U).

Sea N
i = (p(ﬁzu, UJ)
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Entonces vemos que
(P(‘Xi Y) S Z?;l E?:l Bij Tilj,
que es precisamente la expresion que obtuvimos para el producto
X AY,

donde A es la matriz (a;;). Esto prueba que ¢ = g, para la eleccién de a;;
dada anteriormente.

También es facil probar la unicidad, que se puede formular de la manera
siguiente,

Unicidad. Si A y B son matrices de mxn tales que, para todos los vectores
X y Y (de la dimension apropiada) tenemos

X AY =t X BY,
entonces A = B.

Demostracion. Como la relacién anterior es valida para todos los vectores X
y Y, es valida en particular para los vectores unitarios, asi que apliquemos la
relacién cuando X = E' y Y = U/. Entonces la regla para la multiplicacién de
matrices muestra que

tEiAUj = g y t.EiBU‘;i = bz’j-

En conmsecuencia, a;; = b;; para todos los indices ¢,j. Esto demuestra que
A=B.

Observacién. Las aplicaciones bilineales se pueden sumar y multiplicar por
escalares. La suma de dos aplicaciones bilineales es, de nuevo, bilineal, y el
producto por un escalar también es bilineal. Por tanto, las aplicaciones bilineales
forman un espacio vectorial. Verifique las reglas siguientes:

Pa+B = Pat ¢B ¥ Pea = CPA.
Entonces el Teorema 3.1 se puede expresar diciendo que la asociacion

A pa

es un isomorfismo entre el espacio de las matrices de m x n y el espacio de las:

aplicaciones bilineales de R™ x R"™ en R.

Aplicacién al cdlculo. Si el lector ha estudiado calculo de varias variables,
entonces ha asociado con una funcién f de n variables la matriz de las segundas

derivadas parciales siguientes:
a*f
3(853:!’:3' ’

Se puede considerar esta matriz como la matriz asociada con una aplicacidén
bilineal conocida como hessiano. Observe que esta matriz es simétrica, puesto
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que se puede probar que, para funciones suficientemente suaves, las parciales
conmutan, esto es
#r W oN
62?,'81‘_.; 3:0_-,‘61!,'

Ejercicios VI, §3

1. Sea A una matriz de m X n y suponga que es simétrica, ed.,, A = ‘A. Sea
@a:R™ x R" — R su aplicacién bilineal asociada. Demuestre que

‘PA(X! Y) = ‘pA(Y: X)

para todoslos X y ¥ € R™ y, por tanto, que @4 €s un producto escalar, esto es,
que satisface las condiciones PE 1, PE 2 y PE 3.

2. Reciprocamente, suponga que A es una matriz de n X n tal que
ea(X.Y) = o4 (Y, X)
para todos los X y Y. Demuestre que A es simétrica.

3. Desarrolle completamente en términos de coordenadas la expresién para "X AY
cuando A es la siguiente matriz y X y Y son vectores de la correspondiente

dimensidn.
-5
4
3

(=) (Z ‘i’) (b) (_‘; i,) © (“5 2)
1 201 i % 4 »

@ (_3 i 4) i ( 5 1) ) (
2 5 -1 2 5 7 Yy

5
29

s RO
(=21 L o)




CAPITULO VI

Determinantes

Durante algin tiempo hemos trabajado con vectores y a menudo hemos sentido
la necesidad de contar con un método para determinar cudndo log vectores son
linealmente independientes. Hasta ahora, el inico método disponible para noso-
tros consistia en resolver un sistema de ecuaciones lineales mediante el método
de eliminacién. En este capitulo mostraremos un método computacional muy
eficiente para resolver ecuaciones lineales y para determinar cudndo los vectores
son linealmente independientes.

Los casos correspondientes a los determinantes de 2x2 y 3x 3 se desarrollaran
por separado y con todo detalle, debido a que el caso general de determinantes de
n x n implica una notacién que hace aun mads dificil entender los determinantes.
Se omitiran algunas pruebas en el caso de n X n.

VII, §1. Determinantes de orden 2

Antes de establecer las propiedades generales de un determinante arbitrario,
consideremos un caso especial.
b
A=("
(& o)

Sea
una matriz de 2 x 2. Definimos su determinante como ad — be. Por tanto, el
determinante es un numero, que denotamos ¢como

a b

& 3 = ad — be.
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Por ejemplo, el determinante de la matriz

%
1 4
es iguala 2.4 —1-1="7T. El determinante de
-2 =3
4 b
esiguala (-2)-5—(-3)-4=-10+12=12.
Se puede considerar el determinante como una funcién de la matriz A, o

también como una funcién de sus dos columnas. Sean éstas Al y A?, como de
costumbre. Entonces escribimos el determinante como

D(A), Det(A) o  D(A',A?).

Las siguientes propiedades se verifican con facilidad mediante calculos direc-
tos, que el lector debera desarrollar por completo.

Propiedad 1. Como funcidn de los vectores columna, el determinante es
lineal.

Esto significa lo siguiente: suponga por ejemplo que A' = C' + C’ es una
suma de dos columnas. Entonces
D(C + ¢, A?) = D(C, A%) + D(C', A?).
Si z es un nimero, entonces
D(zA!, AY) = zD(A!, A?).

Es valida una férmula semejante con respecto a la segunda variable. La férmula
se puede probar en forma directa a partir de la definicién de determinante. Por
ejemplo, sean b y d' dos nimeros. Entonces

75
Det (CCL Zig,) =a(d+d) - e(b+1b")
= ad +ad —cb—cb

=ad —be+ ad — Ve

a b a b
__Det(c d)—i—Det(c d’)'
Ademaés, si z es un nlmero, entonces

ra

( by _ _ _ a b
s d)_:cad—xbc_x(ad—bc)_a:Det(c d)'

Empleando la terminologia del Capitulo VI, seccién §4, podemos decir que el
determinante es bilineal.

Det
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Propiedad 2. Si las dos columnas son iguales, entonces el determinante es
igual a 0.

Esto es inmediato, puesto que, por hipdtesis, el determinante es ab— ab = 0.
Propiedad 3. Si I es la matriz unitaria, [ = (E*, E?), entonces
D(I) = IXEM )2,

De nuevo, esto es inmediato a partir de la definicién ad — be.
Con sdlo usar las tres propiedades anteriores podemos probar otras, de la
manera siguiente.

Si se suma un multiplo escalar de una columna a la otra, entonces el valor
del determinante no cambia.

En otras palabras, sea  un nimero. Entonces
D(A' +xA? A%) = D(A', 4%).
La prueba es inmediata, a saber:
D(A' + zA? A%) = D(AY, A?) + £D(A? A®)  debido a la linealidad
= D(A?, A%) debido a la propiedad 2.

Si se intercambian las dos columnas, entonces el determinante cambia de
signo.

En otras palabras, tenemos que D(AZ%, A!) = —D(A', A?) o, desarrollando

las componentes,
a b b a
Det(C d):—Det(d C).

Por supuesto que esto se puede probar en forma directa a partir de la férmula
ad — be. Sin embargo, también la deduciremos a partir de la propiedad de que,
si las dos columnas son iguales, entonces el determinante es igual a 0. Tenemos:

0= D(A" + A% A' + A?) (debido a que cada variable es igual a A' + A%)

= D(A*, A + A%) + D(A4% A' 4+ 4?) (debido a la linealidad en la primera

variable)
= D(A', A') + D(AY, A%) + D(A?, A") 4+ D(A?, A% (debido a la linealidad
en la segunda variable)

= D(A', A*) 4+ D(A% AY).
Asi, vemos que D(A% A') = —D(A!, A?). Observe que esta prueba sélo usa la
linealidad en cada variable y el hecho de que

D(C,C)=0

g1 C' es un vector.
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El determinante de A es igual al determinante de su transpuesta, esto es,
D(4) = D(*4).

En forma explicita, tenemos que

a b a ¢
Det(C d)—Det(b d)'
Esta férmula proviene de la férmula ad — be para el determinante.

Los vectores A' y A? son linealmente dependientes si, y sélo si, el determi-
nante es igual a 0.

Daremos una prueba que se ajusta al mismo patrén que aparece en la gene-
ralizacién a espacios de dimensién superior. Primero suponga que Al y A? son
linealmente dependientes, de manera que hay una relacién lineal

gA +yA? =0

donde z v y no son simultaneamente iguales a 0. Digamos que = # 0, y entonces
podemos resolver
Al = zA? donde z=—y/e.

Ahora tenemos
D(A!, A%) = D(24%, A%y = zD(A?*, A*) = 0

mediante el uso de la linealidad y la propiedad de que, si las dos columnas son
iguales, el determinante es igual a 0.

Reciprocamente, supongamos que A! y A? son linealmente independientes.
Entonces deben formar una base de R?, que tiene dimensién 2. En consecuencia,
podemos expresar los vectores unitarios E' y E? como combinaciones lineales
de Al y A?, digamos

E' = zA' + yA? ¥ E? = zA' + wA?,
donde z, y, z y w son escalares. Ahora tenemos que
1= D(E', E?) = D(zAl 4 yA?, A" + wA?)
— zzD(A!, AY) + swD(A', A?) + yzD(A*, AY) + ywD(A?, A%)
= (zw —yz)D(A', A%).

Como este tltimo producto es igual a 1, debemos tener D(A!, A%) # 0. Esto
prueba la afirmacién deseada.

Por 1ltimo, probemos la unicidad del determinante mediante un método que
funcionard en general:

Teorema 1.1. Sea ¢ una funcién de dos variables vectoriales Aly A2eR?
tal que:

¢ es bilineal, esto es, ¢ es lineal en cada variable.
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@(A', A) = 0 para todo A' € R?,

I 0
o(E1,E?) =1 si E' y E? son los vectores unitarios candnicos (3) , (1) :

Entonces ¢(A', A?) es el determinante.
Demostracién. Escriba
Al =aE ' +cE? y A’ =bE'+4dE?.
Entonces
(A, A?) = p(aE* + cE? bE + dE?)

= abp(E', E') + adp(E", E?) + cbp(E?, E') + cdp(E*, E?)
= adp(EY, E?) — bep(EY, E?)
B2 (ad y bc)(p(El, Ez)
= ad — be.

En cada paso hemos usado una de las propiedades probadas con anterioridad.
Esto prueba el teorema.

VII, §2. Determinantesde 3 X 3y n X n

Mediante induccion definiremos los determinantes y daremos una férmula para
calcularlos al mismo tiempo. Trabajaremos con el caso de 3 x 3,
Ya hemos definido los determinantes de 2 x 2. Sea
a;; a1z a3
A=(a;)= | an az as
a3y dgz  Qag
una matriz de 3 x 3. Definamos su determinante conforme a la férmula conocida
como desarrollo por renglones, digamos el primer renglén. Esto es, definamos

ia21 a2
|f131 33

32 QA23
3z a33

az21 G23
* Det(A) = a —a
() (A) = an 12 | gaporgs

@31 412 413
= |@21 az2 az3
a31 @32 433
Podemos describir esta suma de la manera siguiente. Sea A;; la matriz obtenida
a partir de A al suprimir el renglén ¢ y la columna j. Entonces la suma que
expresa a Det(A) se puede escribir como sigue:

aig Det(All) — ais Det(Alg) + a3 Det(A13).
I'n otras palabras, cada término consiste en el producto de un elemento del
primer renglén por el determinante de la matriz de 2 x 2 obtenida al suprimir
¢l primer renglén y la columna j y al poner el signo apropiado a este término,
tal como ge muestra.
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Ejemplo 1. Sea

o L, G
A = 1 1 4
-3 2 5

Entonces

1 4 1 4 11
All: (2 5) 1 A12= (_3 5)1 A13: (_3 2)

y nuestra férmula para el determinante de A da por resultado:

1 4 1 4 I gL
Det(A) = 2 9 & —1‘_3 5’—5—0 _3 9
— 9(5— 8) — 1(5+12) + 0
= —23.

El determinante de una matriz de 3 x 3 se puede escribir como
D(A) = Det(4) = D(A?, A%, A®).
Usamos esta tltima expresién si deseamos considerar el determinante como una
funcién de las columnas de A.
Adems3s, no hay ninguna razén particular para seleccionar el desarrollo con-
forme al primer renglén. También podemos usar el segundo renglén y escribir
una suma semejante, a saber:

apy 412
asy 32

a1l a13
a31 @33

= —daz21 Det(A21) + agg Det(Azg) — as3 Det(Ags).

De nuevo, cada término es el producto de az; por el determinante de la matriz
de 2 x 2 obtenido al eliminar el segundo renglén y la columna j y al poner
el signo apropiado frente a cada término. Este signo se determina conforme al
siguiente patrén:

aia

B + @32
a3z @33

— ad21 — @23

+ W+

o + .

4 =Bt
Se verifica en forma directa que es posible desarrollar el determinante conforme a
cualquier renglén al multiplicar todos los términos y desarrollar los determinantes
de 2 x 2, con lo que se obtiene el determinante como una suma alternante de
seis términos:

Det(A) = a11a22033 — 011032023 — 12821033 + 312623031

(+%)

+aq3a21032 — @13022031-

También podemos desarrollar conforme a las columnas ajustandonos al mismo
principio.
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Por gjemplo, el desarrollo conforme a la primera columna:

a1z Qa3
Ga2 Qa3

a1z Q13
a32 ds33

dz2 Qa3
a3z aaz

a11 —an + az

da. por resultado precisamente los mismos seis términos que en (*%).
En el caso de determinantes de 3 x 3 tenemos, en consecuencia, el siguiente
resultado.

Teorema 2.1. El determinante satisface la regla para el desarrollo conforme
a los renglones y a las columnas, y Det(A) = Det(‘A). En otras palabras, el
determinante de una matriz es igual al determinante de su transpuesta.

Ejemplo 2. Calcule el determinante

3 01
1 2 5
-1 4 2

desarrollando conforme a la segunda columna.
El determinante es igual a

31 3 1
-1 2 L B

Observe que la presencia de un 0 en la segunda columna elimina un término en
el desarrollo, puesto que este término seria 0.

También podemos calcular el determinante anterior mediante el desarrollo
conforme a la tercera columna, a saber, el determinante es igual a

1 2 3 0 3 0
-1 4 -1 4 1 2

Después, sea A = (ai;) una matriz arbitraria de n x n. Sea A;; la matriz de
(n —1) x (n — 1) obtenida al eliminar el renglén 7 y la columna j de A.

2 —4

i =2(6 — (—1)) —4(15 — 1) = —42.

-5 + 2 = —42.

4|

a1y Q12 - Q4 0 din
Aij = aij
In1 Qp2 " @Gpj " Qpn

Daremos una expresion para el determinante de una matriz de n X n en
lérminos de determinantes de matrices de (n — 1) x (n — 1). Sea 7 un entero,
| < i< n. Definimos

D(A) = (—=1)"*'a;; Det(As1) + -+« + (—=1)*"a;n Det(Asp).

st suma se puede describir con palabras. Para cada elemento del renglén
i, lenemos una contribucién de un término en la suma. Fste término es igual a
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+ o — el producto de este elemento por el determinante de la matriz obtenida
de A al eliminar el rengén i y la columna correspondiente. El signo + o — esta
determinado conforme al siguiente patrén, tipo tablero de ajedrez:

S B

= & =4

+ —
Esta suma se conoce como desarrollo del determinante conforme al i-
ésimo renglén.

Mediante una notacién més complicada, que omitimos en este libro, se puede
demostrar que el Teorema 2.1 también es valido en el caso de nxn. En particular,
el determinante satisface la regla del desarrollo conforme a la j-ésima columna,
para cualquier j. Asi, tenemos la siguiente férmula de desarrollo:

D(A) = (1) ay;D(Ass) + -+ (—=1)" an; D(Anj).

En la practica, para calcular un determinante siempre se emplea un desarrollo
conforme a algin renglén o columna.

Para el determinante en el caso de n X n usamos la misma notaciéon que en
los casog de 2 x 2 0 3 x 3, a saber,

|A] = D(A) = Det(A4) = D(A'...,A™).

La notacién D(A!,..., A™) es especialmente conveniente para denotar el de-
terminante como una funcién de las columnas, por ejemplo, para establecer el
siguiente teorema.

Teorema 2.2. El determinante satisface las siguientes propiedades:

1. Como funcién de cada vector columna, el determinante es lineal, esto es,
si la j-ésima columna A’ es igual a una suma de dos vectores columna,
digamos A? = C' + (', entonces

D(AY,... €+ Cm..,A™)
=D(AL,....6,... . A%+ D(AY,....C', ..., A").
Ademads, si & es un nimero, entonces
D(AY,...,zA?,. . AY) = aD(AL, ... A ..., A",

2. Si dos columnas son iguales, esto es, si A} = A*, donde j # k, entoncas
el determinante D(A) es igual a 0.

3. Si I es la matriz unitaria, entonces D(I) = 1.

La prueba requiere una notacién mas complicada y la omitiremos. Se puede
desarrollar por induccién y a partir de la férmula explicita que da el desarrollo
del determinante.
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Como ejemplo, damos la prueba para el caso de determinantes de 3 x 3. La
prueba es por calculos directos. Suponga que la primera columna es una suma
de dos columnas:

ary b, €1
Al=RB +C, esto es agr | = ba | 4+ | o
ag; b3 c3

Al sustituir cada término de (*), vemos que cada término se divide en una suma
de dos términos que corresponden a B y C. Por ejemplo,

Gz Q23 G2z Qa3 g2 Q23
ayy =b +a y
a31 d33 231 as3 31 «ag
b + ¢2 ass| _ by ans cy a3
@12, =012 |y + @y ;
3 + 3 daa 3 Q33 €3 Qg3

y del mismo modo para el tercer término. La prueba con respecto a la otra
columna es semejante. Ademds, si = es un mimero, entonces

Tdz1 d4g3
a3y daz

Gz @23
@32 a33

Tagz) a3
Iazy a3z

Det(zAl, A%, A%) = zayy —a + a3

= z Det(A', A%, A3)

Después supongamos que dos columnas son iguales, por ejemplo la primera
y la segunda, de manera que A! = A%, Asi,

@11 = a1, G213 = &2, {31 = A3z.

Entonces, de nuevo, el lector puede ver en forma directa que los términos se
cancelarén, lo que hace que el determinante sea igual a 0.

Por ultimo, si I es la matriz unitaria de 3 x 3, entonces Det(7) = 1 tanto si
se usa el desarrollo conforme a renglones como si se hace conforme a columnas,
debido a que en tal desarrollo todos los términos, excepto uno, son iguales a 0
y este tinico elemento es igual a 1 multiplicado por el determinante de la matriz
unitaria de 2 x 2, que también es igual a 1.

Una funcién de varias variables que es lineal en cada variable, esto es, que
satisface la primera propiedad de los determinantes, se conoce como multilineal.
Una funcién que satisface la segunda propiedad se conoce como alternante.

Para calcular determinantes en forma eficiente, necesitamos ciertas propieda-
des adicionales que seran deducidas sin mayor dificultad a partir de las propie-
dades 1, 2 y 3 del Teorema 2.2.

4. Sean j y k enteros tales que 1 < j<nyl<k<ncomij#k. Si
se intercambian la columna j y la columna k, entonces el determinante
cambia de signo.

Demostracién. En la matriz A reemplacemos la columna j y la columna &
por A7 - A¥ . Obtenemos una matriz con dos columnas iguales, de manera que,
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por la propiedad 2, el determinante es igual a 0. Por la propiedad 1 desarrollamos
para obtener:

0= Dl ..o +A¥ ... 47 A% )
=D(..., A, A, )+ D AL AR L)
O A A A BDC R AN )

Si usamos la propiedad 2 nuevamente, vemos que dos de estos cuatro términos
son iguales a 0 y, en consecuencia, que

0=D(...,A ... AF,. )+ D(..., A" .. A%,..).

En esta iiltima suma, un término debe ser igual a menos el otro, lo que prueba
la propiedad 4.

5. Si se suma un multiplo escalar de una columna a otra, entonces el valor
del determinante no cambia.

Demostracién. Consideremos dos columnas diferentes, digamos las columnas
kyj, AF y A7 con k # j. Sea z un escalar; sumemos zAl a AF. Por la
propiedad 1, el determinante se convierte en

Df..., A* +zAl, .. ) = Dl 2500 + D(. .., A )
1 1 I
k k k
(la letra k sefiala hacia la columna k). En los dos términos que aparecen a la
derecha, la columna indicada se encuentra en el lugar k; pero D(..., Ak ) es
simplemente D(A). Ademas,
D(...,z4%,. . )=2D(..., A, ..).
1 I
k k
Como k # j, el determinante que aparece a la derecha tiene dos columnas
iguales, debido a que A’ se encuentra en el lugar k y también en el lugar j. En
consecuencia, es igual a 0. Por tanto,

Digmdls i .. Y& D(. ¥, A%, .. 9,

con lo que se prueba nuestra propiedad 5.
Puesto que el determinante de una matriz es igual al determinante de su
transpuesta, esto es, Det(A) = Det(?A), obtenemos el siguiente hecho general:

Todas las propiedades establecidas con anterioridad para las operaciones por
renglones o por columnas son validas para ambas operaciones.

Por ejemplo, si un miltiplo escalar de un renglén se suma a otro renglén,
entonces el valor del determinante no cambia.

Con los medios anteriores a nuestra disposicién, ahora podemos calcular los
determinantes de 3 X 8 en forma muy eficiente. Al hacerlo aplicamos las opera
ciones descritas en la propiedad 5. Tratamos de hacer en la matriz A suficientes
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componentes iguales a 0. Intentaremos especialmente que todos los elementos,
excepto uno, de una columna (o renglén) sean iguales a 0 y luego desarrollaremos
conforme a esa columna (o renglén). El desarrollo contendra sélo un término y
nuestro calculo se reducird a un determinante de 2 x 2.

Ejemplo 3. Calcule el siguiente determinante

3 0 M
1 2 B.
-1 4 2

Ya tenemos un 0 en el primer renglén. Restemos dos veces el segundo renglén
del tercero. Entonces nuestro determinante es igual a

3 0 1
1 2 5].
-3 0 -8

Desarrollemos conforme a la segunda columna. El desarrollo tan sdlo tiene un
término # 0, con un signo 4, y éste es:
3
gl 2 8 ] .
El determinante de 2 x 2 se puede evaluar mediante nuestra definicién ad — be,
y hallamos 2(—24 — (-3)) = —42.
De igual manera reducimos el célculo de un determinante de 4 x 4 al de
determinantes de 3 x 3 y luego al de determinantes de 2 x 2.

Ejemplo 4. Deseamos calcular el siguiente determinante:

1 3 11
2 1 5 2
1 -1 2 3|
4 1 -3 7

Sumemos el tercer renglén al segundo y luego sumemos el tercer renglén al
cuarto. Esto da por resultado

1 3 17 e S— | |

e ) peiipasl S—=( ===

1 -1 2 3/ |1 -1 2 3|

4 1 =3 7 5 0 -1 10

Después sumemos tres veces el tercer renglon al primero y asi obtenemos

4 0 7 10
3 0 7 b
1 -1 2 3|
5 0 -1 10

lo que desarrollamos conforme a la segunda columna. Sélo hay un término, a
saber,
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Restemnos dos veces el segundo renglén del primero y luego del tercer renglén, lo
que da por resultado

-2 =7 0
3 7 B(%
-1 =15 0
lo desarrollamos conforme a la tercera columna y asi obtenemos
—5(30 — 7) = —5(23) = —115.
Ejercicios VII, §2
1. Calcule los signientes determinantes.
2 M 2 3 -1 3 2 4 3
(a) |0 3 -1 B) |-1 2 1 () |-1 3 0O
4 1 1 —2 4 3 042 1
1072 ol -1 5 3 3 1 2
@) |8 ¢ & () | 4 o0 0 b s 1
0 2 i 2 7 8 -1 2 =3
2. Calcule los siguientes determinantes.
1 1 -2 4 -1 1 2 0
3 1@l
0 1 1 3 03 21
WIS o L o (°)§$2
3 1 2 5 3 1 5 7T
4 -9 2 4 =1 1 2 0 0
(d) |14 -9 2 (e) |2 00 1 10
3 1 0 1 8 7 8 5 7
4 0 0 5 00 2 -1 4
@ o0 1 o @ [0 30 @[3 15
0 0 27 0 0 9 1 2 3
3. En gsneral, ;cudl es el determinante de una matriz diagonal
a11 0 0 0
0 [{5%) 0 0
0 0 0
0 0 0 Ann
: cos§ —send
4, Calcule el determinante .
sen 8 cos 8

5. (a) Sean z1,z2,7z3 nimeros. Demuestre que

1.’L‘1
1 =z

1.!:3

z
73

75

= (22 — 21)(23 — 71) (%3 — ¥2).
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*(b) Si z1,...,zx son niimeros, entonces muestre por induccién que
1 3y v gl
-1
1 z2 -+ 2§ = I I(ﬂ:j—z‘i).
1 T e xg_l i<y

El simbolo que aparece a la derecha significa que es el producto de todos los
términos z; — z;, donde i < j, e 1 y j son enteros que varian de 1 a n.
Este determinante se conoce como determinante V, de Vandermonde. Para
efectuar la induccién en forma sencilla, multiplique cada columna por z; y
réstela de la siguiente columna a la derecha, comenzando por el lado derecho.
El lector encontrard que

Vo= (:1’;ﬂ ﬂxi)--‘(:ﬂg —3:1)Vn_1.

6. Encuentre los determinantes de las signientes matrices.

1 25 =] & 20
(a) (0 1 7) (b) ( 0 4 8)
g o 3 o 9

0
2 —640 -7 98 54

(c) (0 14) (d)(ﬁ 2 46)
0 0 8 b o B

1 4 6 4 0 0
(e) (001) (f) (_5 20)
00 8 79 54 1
T -
02 1 6 7 20 0
® o0 4 1 M9 41 0
ool & 9% 2 3 1

(i) Sea A una matriz triangular de n x n, digamos una matriz tal que todas las
componentes que se encuentran debajo de la diagonal son iguales a 0.

a11

0 az2 *
A s 0 0

0 0 - @Gpn

(Quées D(A)?
7. Si a(t),b(t), c(t) y d(t) son funciones de ¢, se puede formar el determinante

a(t) b(t)
c(t) d()

igual que con mimeros. Desarrolle por completo el determinante siguiente:

’

sent cosi
—cost sent

8. Desarrolle completamente el siguiente determinante:

t4+1 t-1
14 2145
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9. (Con cdlculo) Sean f(t) y (t) dos funciones que tienen derivadas de todos los
érdenes. Sea (t) la funcién que se obtiene al considerar el determinante

St= H’((t) 9(1)

t g
Demuestre que
iy o | ) ()
(P(t)— fu(t) ;:I(t) ]

esto es, la derivada se obtiene al derivar el renglén inferior.

10. {Con célculo) Sea
bj_ 1 c1 t
w0=(23 203)

una matriz de 2 x 2 de funciones diferenciables. Sean B(t) y C(t) sus vectores
columna. Sea

(t) = Det(A(1)).
Muestre que
#'(t) = D(B'(1),C(t)) + D(B(1), C'(%))-
11. Sea ¢ un nfimero y sea A una matriz de 3 x 3. Muestre que
D(cA) = ¢ D(A).
12. Sea ¢ un nimero y sea A una matriz de n x n. Muestre que
D(cA) = c"D(A).
13. Sean cy,...,cn mimeros. ;En qué difieren los determinantes
D(ciAl..0,cnd®). ¥y D(AN..., AN

14. Escriba en forma explicita el desarrollo de un determinante de 4 x 4 conforme al
primer renglén y conforme a la primera columna.

VIIL, §3. El rango de una matriz y subdeterminantes

En esta seccién damos un criterio para la independencia lineal mediante el uso
de determinantes.

Teorema 3.1. Sean A!,..., A" vectores columna de dimensién n. Son
linealmente dependientes si, y sdlo si,

D(Al...,A") =

Demostracion. Supongamos que A’ ..., A" son linealmente dependientes, de
manera que existe una relacién

x1A1+---+£nA":O

donde los néimeros i, ...,z, no son todos nulos. Digamos que z; % (0.l
restar y dividir entre z; podemos encontrar nimeros ¢, con k # 7, tales que

Aj = chAk.

ki
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Por tanto,

DA) =D AL ..ol e ..., A"
k£

:ZD(Al ol AR ™)
k#j
donde A* aparece en el lugar j. Sin embargo, A* también aparece en el lugar
k,y k # j. En consecuencia, el determinante es ignal a 0 debido a la propiedad
2. Esto concluye la prueba de la primera parte.
Por lo que se refiere al reciproco, recordemos que una matriz es equivalente

por renglones a una matriz escalonada. Suponga que A',..., A" son linealmente
independientes. Entonces la matriz
A= (A . A™)

es equivalente por renglones a una matriz triangular. En realidad, es equivalente
por renglones a una matriz B que se encuentra en forma escalonada:

by bz -+ bin
0 bz -+ bog

y las operaciones de equivalencia por renglones no cambian la propiedad de que
los renglones o las columnas sean linealmente independientes. Por tanto, todos
los elementos diagonales b1y,...,by, son # 0. El determinante de esta matriz
es el producto
bll Gl bnn :/é 0

debido a la regla del desarrollo conforme a las columnas. Bajo las operaciones de
equivalencia por renglones, la propiedad del determinante de ser # 0 no cambia
porque las equivalencias por renglones implican la multiplicacién de un renglén
por un escalar no nulo, lo cual multiplica al determinante por este escalar; o el
intercambio de renglones, lo cual multiplica al determinante por —1; o la suma
de un muiltiplo de un renglén a otro, lo cual no cambia el valor del determinante.
Como Det(B) # 0, se infiere que Det(A) # 0. Esto concluye la prueba.

Corolario 3.2. Si A!,..., A" son vectores columna de R"™ tales que
D(AY,...,A") #£0 y si B es un vector columna, entonces existen niimeros
zy1,...,o, tales que

1A'+ + 2, 4" = B.
Estos nimeros estan determinados de manera iinica por B.

Demostracion. Conforme al teorema, A',..., A® son linecalmente indepen-
dientes y, en consecuencia, forman una base de R". Por tanto, cualquier vector
de R™ se puede escribir como una combinacién lineal de A’..., A". Como
Al ..., A" son linealmente independientes, los ndmeros 21, ...,2, son finicos.
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En términos de ecuaciones lineales, este corolario muestra lo siguiente:

Si un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas tiene una matriz
de coeficientes cuyo determinante no es 0, entonces este sistema tiene una
solucién unica.

Puesto que los determinantes se pueden usar para probar la independencia
lineal, se pueden usar para determinar el rango de una matriz. ,

Ejemplo 1. Sea

3 1 2 5
A=11 2 -1 2
11 01

Bsta es una matriz de 3 x 4. Su rango es a lo sumo 3. Si podemos hallar
tres columnas linealmente independientes, entonces sabremos que su rango ef
exactamente igual a 3. Pero el determinante

3 1T
1 2 =32
11 0

no es igual a 0 (a saber, es igual a —3, como se aprecia al restar la segunda,l
columna de la primera y después desarrollar conforme al iltimo renglén). Par
tanto, el rango de A =3.

Puede ser que, en una matriz de 3 X 4, algin determinante de una submatriz
de 3 x 3 sea igual a 0, aunque la matriz de 3 x 4 tenga rango 3. Por ejemplo,
sea

31 25
B=|l1 2 =1 2
4 3 11
El determinante de lag primeras tres columnas
S [,
I 2 =1
4 O 1

es igual a 0 (en efecto, el Gltimo renglén es la suma de los primeros dos renglones).
Sin embargo, el determinante

dewn?!
2 -1 2
Figig

no es nulo (;a qué es igual?) de manera que, de nuevo, el rango de 13 @ui‘
igual a 3.
Si el rango de una matriz de 3 x 4
€11 €12 €13 €14
C=] 61 ¢z caz om
€31 C3z €33 €34
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es igual a 2 o menos, entonces el determinante de toda submatriz de 3 x 3 debe
ser igual a 0; en caso contrario, podriamos proceder como antes para obtener
tres columnas linealmente independientes. Observemos que hay cuatro de ta-
les subdeterminantes, obtenidos mediante la eliminacién sucesiva de una de las
cuatro columnas. Reciprocamente, si todos esos subdeterminantes de toda sub-
matriz de 3 x 3 son iguales a 0, entonces es facil ver que el rango es a lo sumo 2;
porque, si el rango fuera igual a 3, entonces habria tres columnas linealmente in-
dependientes y su determinante no serfa igual a 0. Asi, podemos calcular dichos
subdeterminantes para obtener una estimacién del rango y luego usar el método
de acierto y error, y un poco de sentido comimn, para obtener el rango exacto.

Ejemplo 2. Sea

3 1 2 5
=1 2 =1 2
4 3 7

Si calculamos todo subdeterminante de 3 x 3, hallaremos 0. En consecuencia,
el rango de C es, a lo sumo, igual a 2. Sin embargo, los primeros dos renglones
son linealmente independientes, debido a que, por ejemplo, el determinante

3 1
1 2

no es igual a 0. Es el determinante de las primeras dos columnas de la matriz

de 2x 4

31 25

1 2 -1 2)°
En consecuencia, el rango es igual a 2.

Por supuesto, si observamos que el tltimo renglén de C es igual a la suma
de los dos primeros, entonces vemos facilmente que el rango es < 2.

Ejercicios VII, §3

Calcule los rangos de las signientes matrices.

[
74
Ttony W
|
B o=
B bt

OU = B O R

SR el

3 5 1 4 3 5 1

sl /0 = Bg 78 N1l &
=1 1 % 2 1 6 6
5 10 12 3 5 3 4 1 =i
ol e 9 5 o i 5 2% B
o b | TR O )
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2 1 6 6 31 1 -1

311 -1 -2 4 3 2
k 5 2 7 5 , -1 9 7 3

8 3 8 4 T 4 2 1
9, (Con célculo). Sean o1, ..., @n nimeros distintos entre si, # 0. Demuestre que las

funciones
ec!}_t eant
o

son linealmente independientes sobre los nimeros. [Sugerencia: Suponga que tene-
mos una relacién lineal
ErCUR——— e

con constantes c¢;, valida para todo t. En caso de que no todos los ¢; sean iguales a
0, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ninguno de ellos es 0. Derivela
relacién anterior n— 1 veces. Obtendra un sistema de ecuaciones lineales. El deter-
minante de sus coeficientes debe ser nulo. (;Por qué?) Obtenga una contradiccién
a partir de este hecho.]

VII, §4. Regla de Cramer

Se puede usar las propiedades de los determinantes a fin de probar una bien
conocida regla para resolver ecuaciones lineales.

Teorema 4.1. Sean A'..., A" vectores columna tales que
B A” TR 0.
Sea B un vector columna; si &1, ...,2%, son nimeros tales que
g S vied AT =
entonces, para cada j = 1...,n, tenemos que
1 n
. i b 0 ar— -
I =
DUAL, ....xlty)
donde B aparece en la j-ésima columna en lugar de A’. Expresado en otra.
forma, 3
ST T o
@& W ¥ a
anl stk bﬂ e i
T; =
@11 v Gy vt Gin
ag1 -+ Gz - dan
Q‘ﬂ‘l . anj e aﬂﬂ

(EI numerador se obtiene de A al reemplazar la j -ésima columna A? por 3.
El denominador es el determinante de la matriz A.)

El teorema 4.1 nos da una forma explicita para hallar las coordenadas de
B con respecto a A',..., A™. Usando el lenguaje de las ecuaciones lineales, ¢l
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Teorema 4.1 nos permite resolver explicitamente, en términos de determinantes,
el sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas:

ria;; + -+ Tpain = b1

T1lpy + - F Tptnn = ba.
Probemos el Teorema 4.1
Si B se escribe como en el enunciado del teorema, y se considera el deter-

minante de la matriz obtenida al reemplazar la j-ésima columna de A por B,
entonces

D(AY,...,B...,A") =D(AY,..., 5 A+ +z,AL, . AT
Usamos la propiedad 1 y obtenemos una suma:
D(AY, ...,z A, .. A™) + NNE 18 LSO B
ol DEAY, o e A o AT
la cual, de nuevo por la propiedad 1, es igual a
21 D(AY, ... AL, AN+ 4z D(AY,. . A)
feiligm, D(AL, ... A ..., AN
En todos los términos de esta suma, excepto el j-ésimo, dos vectores columna

son iguales. En consecuencia, todo término, excepto el j-ésimo, es igual a 0, por
la propiedad 2. El término j es igual a

z;D(AL ..., A™),

y, por consiguiente, es igual al determinante con el que comenzamos, a saber,
D(AY,...,B,...,A™). Podemos despejar @; y obtener precisamente la expresién
dada en el enunciado del teorema.
La regla del Teorema 4.1 que nos da la solucién del sistema de ecuaciones
lineales por medio de determinantes se conoce como regla de Cramer.
Ejemplo. Resuelva el sistema de ecuaciones lineales:
3¢ + 2y + 4z =1,
22—ty + z=0,
rz+ 2y +3z=1.

Tenemos:
1 2 4 3 o 4 3 2 1
0 -1 1 2 0 1 2 =1 0
1 s 1 1 3 1 2 1
= ¥ y == 3 =
3 2 4 3 2 4 3 2 .4
2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1
1 2 a3 1 D 3 1 D B
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Observe cémo se desplaza la columna

1
B= [0
1
de la primera columna al resolver para z, a la segunda columna al resolver
para y, a la tercera columna al resolver para z. El denominador en las tres
expresiones es el mismo, a saber, es el determinante de la matriz de coeficientes
de las ecuaciones.
Como ya sabemos calcular los determinantes de 3 x 3, hallamos que

i

e L - =
.’E——5, y—oa z =

Ejercicios VII, §4

1. Resuelva los signientes sistemas de ecuaciones lineales,

(a) 3z4+y—2=0 (b) 26— y+ z=1
z+y+z=0 z4+3y—22=0
y—z=0 4z —3y+ z2=2
(c) dz4+y+ z4+ w=1 (d) z4+2y—3z+5w =10
zT—y+2z—-3w=20 204+ y—4z— w=1
2r +y+3z24+5w=20 r+ y+ z4+ w=0
z+y— z— w=2 Tz = y— z+4+ w=4

VII, §5. Inversa de una matriz
Consideremos primero un caso especial. Sea
a b
A=t 3)
una matriz de 2 x 2 y suponga que su determinante ad — be # 0. Deseamos
hallar una inversa para A4, esto es, una matriz de 2 x 2

o )

A =XA=1T
Veamos el primer requisito, AX = I'; escrito en forma explicita se ve asi:

£V S (]

Veamos la primera columna de AX . Debemos resolver las ecuaciones

tal que

ar+bz=1,
cr +dz = 0.
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Este es un sisterna de dos ecuaciones con dos incdgnitas,  y z, que sabemos
resolver. En forma andloga, observando la segunda columna vemos que hay que
resolver un sistema de ecuaciones con y y w como incdgnitas, a saber,

ay + bw = 0,
ey + dw=1.

2 1
a=(22)
Busquemos una matrix X tal que AX = I. Por consiguiente, debemos resolver
los siguientes sistemas de ecuaciones lineales
20 + z =1, 2y + w=0,
4z + 32 =0, ¥ 4y + 3w = 1.

Mediante el método ordinario para resolver dos ecuaciones con dos incégnitas
hallamos

Ejemplo. Sea

Asi, la matriz

es tal que AX = I. Fl lector verificard también mediante multiplicacion directa
que XA = I. Bsto resuelve el problema de encontrar la inversa deseada.

En forma anéloga, en el caso de 3 x 3 hallarfamos tres sistemas de ecuaciones
lineales, correspondientes a la primera columna, a la segunda columna y a la
tercera columna. Se podria resolver cada sistema para obtener la inversa. Ahora
daremos el argumento general.

Sea A una matriz de n X n. Si B es una matriz tal que AB=1y BA=1
(I = matriz unitaria de n x n), entonces decimos que B es una inversa de
A y escribimos B = A™!. Si existe una inversa de A, entonces es unica. En
efecto, sea C una inversa de A, entonces CA = . Al multiplicar por B por
la derecha, obtenemos CAB = B. Pero CAB = C(AB) = CI = C. En
consecuencia, C' = B. Un argumento similar funciona para AC = 1.

Teorema 5.1. Sea A = (a;;) una matriz de nxn y suponga que D(A) #£0;
entonces A es invertible. Sea E’ el vector unitario de la columna j y sea
DA s oy By o i)

D(A) ’
donde E¥ aparece en el lugar ¢. Entonces la matriz B = (b;;) es una inversa
de A.

by =

Demostracién. Sea X = (X;;) una matriz indeterminada de nx n. Deseamos
resolver para las componentes z;;, de manera que satisfagan AX = I. A partir
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de la definicién de producto de matrices, esto significa que, para cada j, debemos
resolver .
E! = .’L'lel + -4 SnjAﬂ.
Este es un sistema de ecuaciones lineales que se puede resolver en forma tnica
mediante la regla de Cramer, y asi obtenemos
D(A* . .4 E8. . NA)
D(A) !

:c,-j =

que es la formula dada en el teorema.

Aun debemos probar que XA = I. Observemos que D('A) # 0. En conse-
cuencia, por lo que ya hemos probado, podemos encontrar una matriz Y tal que
tAY = I. Tomando transpuestas, obtenemos 'Y A = I. Ahora tenemos

I=FY(AX)A ="Y A(XA4) = X4,
con lo que se prueba lo que queremos, a saber, que X = B es una inversa de A.

Podemos escribir con detalle las componentes de la matriz B que aparecen
en el Teorema 5.1 de la manera siguiente:

a; --- 0 - an

ajy 1 - Qjn
s an1 - (0 e W
. Det(A)

Si desarrollamos el determinante del numerador conforme a la columna 7, enton-
ces todos los términos, excepto uno, son iguales a cero y, por tanto, obtenemos el
numerador de b;; como subdeterminante de Det(A). Sea A;; la matriz obtenida
de A al eliminar el renglén i y la columna j. Entonces
(—1)i+j Det(Aj,;)

Det(A)

(jobserve la inversién de los indices!), y asi tenemos la formula

—1)*+ Det(A;;)
-1 = t ( X i
A transpuesta de ( Det(4)

bi; =

Una matriz cuadrada cuyo determinante es # 0 o, lo que es igual, que admite
una inversa, se llama no singular.

Ejemplo. Encuentre la inversa de la matriz

3 1 -2
A= -1 1 2
1 =2 1
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Por la férmula, tenemos que
14-1 — ((ZD7 Det(4y;)
Det(A4) '
Para ¢ = 1, j = 1, la matriz A;; se obtiene mediante la eliminacién del
primer renglén y la primera columna, esto es,

-1 2
A = (—2 1)
y Det(All) =1- (—4) = Bl

Para i = 1,5 = 2, la matriz A;s se obtiene mediante la eliminacién del
primer renglén y la segunda columna, esto es,

-1 2
A”“( 1 1)
Yy Det(A12) =] =2 =—4,

Para i = 1,j = 3, la matriz A;3 se obtiene mediante la eliminacién del
primer renglén y la tercera columna, esto es,

-1 1
Aw"( 1 wz)
Y Det(A13)22u L= L.

Podemos calcular Det(A) = 16. Entonces el primer renglén de ‘A~ es
(5,3, 1)
Por consiguiente, la primera columna de A™! es

)
1
ic | 3
1

Observe que el signo cambia debido al patrén de los signos (=1)H

Dejamos para el lector el calculo de las otras columnas de A2,
Enunciaremos el siguiente teorema sin demostracion:

Teorema 5.2. Para cualesquiera matrices A y B de nxn, el determinante
del producto es igual al producto de los determinantes, esto es

Det(AB) = Det(A) Det(B).

Entonces, como caso especial, hallamos que, para una matriz invertible A,

Det(A™%) = Det(A)~*.

En efecto, tenemos que
;5 S ke
y al aplicar la regla para un producto, obtenemos
D(A)D(A™Y) =1,

lo que prueba la férmula para la inversa.
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Ejercicios VII, §5

1. Emplee determinantes para encontrar las inversas de las matrices que aparecen en
el Capitulo T1, seccidn §5.

2. Describa en forma explicita la inversa de una matriz de 2x2
a b
c d

VII, §6. Interpretacién de los determinantes como drea y como volumen

suponiendo que ad — bc # 0.

Resulta notable ver cémo €l determinante se puede interpretar como volumen.
Estudiamos primero el caso de dimensién 2, por lo que hablaremos de area,
aunque escribiremos Vol para representar el drea de una figura de dimensién 2,
con el objeto de mantener la terminologia que se generaliza para dimensiones
superiores.

Considere el paralelogramo generado por los vectores v y w.

Por definicidn, este paralelogramo es el conjunto de todas las combinaciones
lineales

i

110 + tow donde D€ g T,

w

0

Figura 1

Consideremos v y w como vectores columna y asi podemos formar su determi-
nante D(v,w). Este determinante puede ser positivo o negativo, puesto que

D(v,w) = D(w,v).
Por tanto, el determinante en si no puede ser el area de este paralelogramo, ynm
que el area siempre es > 0. Sin embargo, probaremos el siguiente teorema:

Teorema 6.1. El drea del paralelogramo generado por v y w es igual al
valor absoluto del determinante, a saber, |D(v, w)|.

Para probar el Teorema 6.1, introduzcamos la nocién de drea orientada. Sen
P(v,w) el paralelogramo generado por v y w. Denotemos con Voly(v,w) el
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4rea de P(v,w) si el determinante D(v, w) > 0, y menos el drea de P(v,w) si
el determinante D(v,w) < 0. Asi, al menos Volo(v, w) tiene el mismo signo que
el determinante, y diremos que Volg(v,w) es el drea orientada. Denotemos
con Vol(v,w) el drea del paralegramo generado por v,w. En consecuencia,
Volo(v,w) = & Vol(v, w).

Para probar el Teorema 6.1, sera suficiente probar que:

FEl 4rea orientada es igual al determinante. Expresado de otro modo,

Volo(v, w) = D(v, w).

Ahora bien, para probar esto serd suficiente demostrar que Vol satisface las
tres propiedades caracteristicas de un determinante, a saber:

1. Voly es lineal en cada variable v y w.

2. Volg(v,v) = 0 para todo v.

3. Volo(E', E?) =1 si E' y E? son los vectores unitarios canénicos.

Sabemos que estas tres propiedades caracterizan a los determinantes, y esto
se probé en el Teorema 1.1. A beneficio del lector, repetiremos brevemente el
argumento en esta parte. Supongamos que tenemos una funcién g que satis-
face estas tres propiedades (g reemplaza a Volp). Entonces, para cualesquiera

vectores
v = aE' + cE? ¥ w=bE' + dE?

tenemos
g(aE! + cE? bE' + dE) = abg(E", B') + adg(E", E?)
+ cbg( E?, EY) + edg(E?, E?).
El primero y el cuarto términos son iguales a 0. Por el Ejercicio 1,
g(E2, BY) = —g(B', B?)
y, en consecuencia,
a(v, w) = (ad — be)g(E', E*) = ad — be.

Esto prueba lo que queriamos.

Con el objeto de probar que Voly satisface las tres propiedades, usaremos
propiedades simples del area (o volumen) como las siguientes: el drea de un
segmento de recta es igual a 0. Si A es cierta regién, entonces el drea de A es
igual al drea de una traslacién de A, esto es, igual al 4rea de la region A, (que
consta de todos los puntos v+ w, con v € A). Si A y B son regiones ajenas
entre sf o son tales que sus puntos comunes tienen un area igual a 0, entonces

Vol(A U B) = Vol(A) + Vol(B).
Ahora considere Voly. Las ultimas dos propiedades son obvias. Ciertamente,

¢l paralelogramo generado por v, v es simplemente un segmento de recta y su
frea en dos dimensiones es, por consiguiente, igual a 0. Por tanto, se satisface
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la propiedad 2. Por lo que se refiere a la tercera propiedad, el paralelogramo
generado por los vectores unitarios £ y E? simplemente es el cuadrado unitario,
cuya area es igual a 1. Por ello en este caso tenemos

Volo(EY, E*) = 1.

La propiedad més dificil es la primera. Si es que no lo ha hecho ya, el
lector deberia leer las aplicaciones geométricas que aparecen en el Capitulo IIT,
seccion §2, antes de leer el resto de esta prueba, que se basa en consideraciones
geomeétricas sobre el area.

Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 6.2. Si v y w son linealmente dependientes, entonces Volo(v, w) = 0.

Demostracién. Suponga que podemos escribir

av+bw =10

Figura 2

con a o b# 0; digamos que a # 0. Entonces
V= ——w=cw
a

de manera que v y w se encuentran sobre la misma recta y el paralelogramo gene-
rado por v, w es un segmento de recta (Fig. 2). Bn consecuencia, Volg(v,w) = 0,
lo que prueba el lema.

También sabemos que, cuando v y w son linealmente dependientes, entonces
D(v, w) = 0, por lo que, en este caso trivial, nuestro teorema esta probado. En
los lemas subsecuentes supondremos que v y w son linealmente independientes.

Lema 6.3. Suponga que v y w son linealmente independientes, y sea n un
entero positivo. Entonces

Vol(nv, w) = n Vol(v, w).

Demostracion. El paralelogramo generado por nv y w consta de n parale-
logramos como los que se muestran en la siguiente figura.
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Figura 3

Estos n paralelogramos simplemente son las traslaciones de P(v,w) determi-
nadas por v,2v...,(n — 1)v y cada traslacién de P(v,w) tiene la misma érea
que P(v,w). Estas traslaciones solo tienen en comun segmentos de recta y, por

tanto,
Vol(nv, w) = n Vol(v, w)

tal como se deseaba.

Corolario 6.4. Suponga que v y w son linealmente independientes, y sea
n un entero positivo. Entonces

Vol (lv,w> = lVol('u, w).
n n
Si m y n son enteros positivos, entonces
Vol (Ev,w) . Vol (v, w).
n n
Demostracién. Sea vy = (1/n)v. Por el lema sabemos que

Vol(nvi, w) = nVol(vy, w).

Esto no es sino una reformulacién de nuestro primer aserto, puesto que nvy = v.
Por lo que se refiere a la segunda afirmacién, escribimos m/n = m-1/n y
aplicamos en forma sucesiva los enunciados probados:

Vol (m . iu,w) = m Vol (lv, w)
n n

1
= Vol(v, w)

= 2 Vol(v, w).
n
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Lema 6.5. Vol(—v,w) = Vol(v, w).

Demostracién. El paralelogramo generado por —v y w es una traslacién
determinada por —v del paralelogramo P(v,w). En consecuencia, P(v,w) y
P(—v,w) tiene la misma. 4rea (consiiltese la Fig. 4).

rv

ry

L o
Figura 4 Figura 5
Lema 6.6. Si ¢ es cualquier niimero real > 0, entonces
Vol(ev, w) = ¢ Vol(v, w).

Demostracion. Sean r y ' niimeros racionales tales que 0 < r < ¢ < 7
(Fig. 5). Entonces
P(rv,w) C P(ev,w) C P(r'v,w).

Por tanto, por el Lema 6.3,
r Vol(v, w) = Vol(rv, w)
< Vol(ev, w)
< Vol(r'v, w)
= 7' Vol(v, w).
Al hacer que r y +' tiendan a ¢ como limite, encontramos que
Vol(cv, w) = ¢ Vol(v, w),

como se queria demostrar.
Ahora, a partir de los lemas 6.5 y 6.6, podemos probar que

Volo(ev, w) = ¢ Volg(v, w)

para cualquier nlimero real ¢ y cualesquiera vectores v y w. Ciertamente, si
v y w son linealmente dependientes, entonces ambos lados de la igualdad son
iguales a 0. Si v y w son linealmente independientes, usamos la definicién de
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Volg y los Lemas 6.5 y 6.6; digamos que D(v,w) > 0 y ¢ es negativo, ¢ = —d.
Entonces D{cv,w) < 0 y, en consecuencia,

Volo(ev, w) = — Vol(ew, w) = — Vol(—dv, w)
= — Vol(dv, w)
—d Vol(v, w)

Il

= ¢ Vol(v, w) = ¢Volg(v, w).
Un argumento similar es vélido cuando D(v,w) < 0. Por consiguiente, hemos
probado una de las condiciones de la linealidad de la funcién Voly. Por supuesto,
es valida la propiedad andloga para la otra componente, a saber,

Volg(v, cw) = ¢ Volg(v, w).

Para la otra condicidn, de nuevo tenemos un lema.

Lema 6.7. Suponga que v y w son linealmente independientes. Entonces
Vol(v + w, w) = Vol(v, w).
Demostracién. Tenemos que probar que el paralelogramo generado por v y
w tiene la misma drea que el paralelogramo generado por v+ w, w.

v+w

Figura 6

El paralelogramo generado por v y w consta de dos tridngulos A y B como
se muestra en la figura. El paralelogramo generado por v + w y w consta del
tridngulo B y la traslacién de A determinada por w. Como A y A+ w tienen
la misma 4rea, obtenemos:

Vol(v, w) = Vol(A) + Vol(B) = Vol(A + w) + Vol(B) = Vol(v + w, w),

tal como se queria demostrar.
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Ahora estamos preparados para trabajar con la segunda propiedad de lineali-
dad. Sea w un vector fijo no nulo en el plano, y sea v un vector tal que {v,w} es
una base del plano. Probaremos que, para cualesquiera niimeros ¢ y d, tenemos

(1) Volg(ev + dw, w) = ¢ Volg(v, w).

En efecto, si d = 0, esto no es mds que lo que previamente hemos probado. Si
d # 0, entonces, de nuevo por lo que se demostrd previamente,

d Volo(ev + dw, w) = Volg(ev + dw, dw) = ¢ Volg(v, dw) = cd Volo(v, w).

Al dividir entre d se obtiene la relacién (1).
De esta ultima férmula se infiere la linealidad. Ciertamente, si

v =Y + diw Yy g = cov + daw,

entonces
VO].()(‘UI + Vg, 'LU) = VOI()(((Jl + Cg)’U —+ (dl + dg)’w, ’LU)

= (c1 + ¢2) Volo(v, w)
= ¢; Volg(v,w) + ¢z Volo(v, w)
= Volg(v1, w) + Volg(vs, w).
Esto concluye la prueba del hecho de que
Volg(v, w) = D(v,w),

y, en consecuencia, la del Teorema 6.1.

- a1
v
w

Figura 7

Observacién 1. La prueba que se acaba de dar es ligeramente larga, pero
todos los pasos son bastante sencillos. Ademds, cuando se desea generalizar li
prueba a un espacio de dimensién superior (incluso al espacio de 3 dimensiones),
se puede dar una prueba completamente similar. La razén para ello es que lan
condiciones que caracterizan a un determinante implican sélo dos coordenadas
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a la vez y, asi, siempre se lleva a cabo en algin espacio de dimensién 2. Al
mantener fijas todas las coordenadas excepto dos, la prueba anterior se puede
extender de inmediato. Asi, por ejemplo, en el espacio de dimensién 3, denotemos
con P(u,v,w) la caja generada por los vectores u,v,w (Fig. 7), a saber, todas
las combinaciones

tiu + tov + faw donde 0<t; <1.
Sea Vol(u,v,w) el volumen de esta caja.

Teorema 6.8. El volumen de la caja generada por u,v y w es el valor
absoluto del determinante |D(u,v, w)|. Esto es,

Vol(u, v, w) = |D(u, v, w)|.

La prueba se ajusta exactamente al mismo patrén que en el caso bidimensio-
nal. En efecto, el volumen del cubo generado por los vectores unitarios es igual
a 1. Si dos de los vectores u,v y w son iguales, entonces la caja es, en realidad,
un paralelogramo de 2 dimensiones cuyo volumen en 3 dimensiones es igual a 0.
Por 1iltimo, la prueba de la linealidad es la misma, debido a que todo el proceso
tiene lugar en una o dos variables. Se puede mantener a las otras variables con
la misma notacién aunque no participen de manera esencial en la prueba,

Asimismo, es posible definir volimenes de n dimensiones; el teorema corres-
pondiente es como sigue:

Teorema 6.9. Sean vy,...,v, elementos de R™. Sea Vol(v1,...,v,) el
volumen de n dimensiones de la caja de dimensién n generada por vy, . .., v,.
Entonces,

Vol(vy,...,v,) = |D(vy, ..., v,)|.

Por supuesto, la caja de n dimensiones generada por vy, ..., v, esel conjunto
de combinaciones lineales

n
Zt;’b‘g donde 0 S s S 1t
=1

Observacién 2.  Si bien hemos usado propiedades geométricas del area
para llevar a cabo la prueba anterior, se pueden sentar los fundamentos en forma
puramente analitica para todo esto. Si el lector esta interesado, consulte mi libro
Introduccidn al anélisis matemdtico, publicado por esta misma editorial.

Observacién 3. En el caso especial de 2 dimensiones, en realidad se podria
haber dado una prueba mds sencilla que la del determinante igual al 4rea, pero
preferimos dar una prueba ligeramente mds complicada porque es la que se ge-
neraliza para el caso de 3 dimensiones o de n dimensiones.

Interpretemos el Teorema 6.1 en términos de aplicaciones lineales. Dados los
vectores v y w en el plano, sabemos que existe una tinica aplicacién lineal

L:R® - R?
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tal que L(EY) = v y L(E?) = w. En efecto, si
v=aE'+cE? w=bE!+dE?,

entonces la matriz asociada con la aplicacién lineal es

(2 a):

Ademds, si denotamos con C' el cubo unitario generado por E' y E? y con P el
paralelogramo generado por v y w, entonces P es la imagen bajo L de C', esto
es, L(C) = P. Ciertamente, tal como hemos visto, para 0 < ¢; < 1 tenemos

L(tlEl +t2E2) = tlL(El) -+ tgL(Ez) =tv + taw.

Si definimos el determinante de una aplicacién lineal como el determinante de
su matriz asociada, concluimos que

(Area de P) = |Det(L)].

Para dar un ejemplo numérico, el drea del paralelogramo generado por los vec-
tores (2,1) y (3,—1) (Fig. 8) es igual al valor absoluto de

|21

s Wi =%

y, por tanto, es igual a 5.

@1

(33 =1

Figura 8

Teorema 6.10. Sea P un paralelogramo generado por dos vectores. Sou
L :R? — R? una aplicacién lineal. Entonces

Area de L(P) = |Det L| (Area de P) .
Demostracidn. Supongamos que P esta generado por dos vectores v y
Entonces L(P) esta generado por L(v) y L{w). (Consulte la Fig. 9). Tixisl
una aplicacidn lineal Lq : 2l que '
Li(BY)Y=v y Li(EH=w.
Entonces P = L1(C), donde C es el cuadrado unitario, y
L(P) = L(L1(C)) = (Lo Ly )(C).
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ey
P L(v)
Bl t Y
| I L
w
:E2
(a) (b)
Figura 9

Por lo que hemos probado anteriormente en (%), obtenemos
Vol L(P) = [Det(L o L1)| = | Det(L) Det(L,)| = | Det(L)]| Vol(P),

lo que prueba nuestro aserto.

Corolario 6.11. Para cualquier rectingulo R cuyos lados estan paralelos
a los ejes, v cualquier aplicacion lineal I : R? — R?, tenemos

Vol L(R) = | Det(L})| Vol(R).

Demostracidn. Sean c¢; y ¢; las longitudes de los lados de R. Sea R, el
rectangulo generado por ¢;E' y ¢ E?%. Entonces R es la traslacién de iy
determinada por algiin vector, digamos R = R; + u. Entonces

L(R) = L(Ry + ) = L(Ry) + L(u)

es la traslacién de L(R;) determinada por L(w). (Consulte la Fig. 10.) Como
el drea no cambia bajo traslacién, sélo necesitamos aplicar el Teorema 6.1 para
concluir la prueba.

u={(a,c)
R= R1+u
(a, c+e) (a+ey, e+c2)

g

(a, C). (atey, c)

CQEZ i

C]l‘jl

Figura 10
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Ejercicios VII, §6

1. Si g(v,w) satisface los dos primeros axiomas de un determinante, pruebe que

9(v, w) = —g(w,?)

para todos los vectores v ¥ w. Este hecho se usé en la prueba de la unicidad.
[Sugerencia: Desarrolle g(v+ w,v+w) = 0]

2. Encuentre el irea del paralelogramo generado por los siguientes vectores.
() (2,1) ¥ (=4,5) (b) (3,4) y (=2,-3)
3. Encuentre el drea del paralelogramo tal que tres de sus vértices se encuentran dados
por los siguientes puntos.
(2) (1,1),(2,-1),(4,6) (b) (—3,2),(1,4),(=2,-7)
(c) (2’5)!(_1!4)’(1!2) (d) (1,1),(1,0),(2,3)

4. Encuentre el volumen del paralelepipedo generado por los siguientes vectores en el
espacio de 3 dimensiones.
(a) (1,1,8),(1,2,-1),(1,4,1) (b) (1, —1,4),(1, ,0),(-1,2,5
(¢) (-1,2,1),(2,0,1),(1,3,0) (d) (-2,2,1),(0,1,0),(— —4,3,2)




CAPITULO VIl

Vectores propios y
valores propios

Este capitulo expone las propiedades elementales basicas de los vectores propios
y de los valores propios. Al calcular el polinomio caracteristico se tiene una apli-
cacién de los determinantes. En la seccién §3, también se obtiene una interesante
combinacién del cdleulo con el dlgebra lineal al relacionar los vectores propios con
el problema de encontrar el maximo y el minimo de una funcién cuadratica sobre
la esfera. La mayoria de los estudiantes que cursan algebra lineal ha estudiado
algo de calculo, pero si se tiene que evitar el céleulo, se puede usar la prueba
que emplea nimeros complejos en lugar del principio del méximo para obtener
valores propios reales de una matriz simétrica. En un apéndice se destacan las
propiedades basicas de los niimeros complejos.

VIILI, §1. Vectores propios y valores propios

Sea V un espacio vectorial y sea
AV =V

una aplicacién lineal de V' en si mismo. Se dice que un elemento v € V es
un vector propio de A si existe un nimero A tal que Av = \v. Si v # 0,
entonces A estd determinado en forma inica, debido a que A;v = Ayv implica
que Ay = Xy. En este caso, decimos que A es un valor propio de A4 que
pertenece al vector propio v. También decimos que v es un vector propio cuyo
valor propio es A. Ademés de vector propio y valor propio, también se emplean
los términos vector caracteristico y valor caracterfstico.
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Si A es una matriz cuadrada de n X n, entonces un vector propio de A
es, por definicién, un vector propio de la aplicacién lineal de R" en si mismo
representada por esta matriz. Por tanto, un vector propio X de A es un vector
(columna) de R™ para el cual existe A € R tal que AX = 2X.

Ejemplo 1. Sea V el espacio vectorial sobre R que consta de todas las
funciones infinitamente diferenciables. Sea A € R ; entonces la funcién f tal que
f(t) = e es un vector propio de la derivada d/dt, ya que df /dt = hert.

Ejemplo 2. Sea

ap -+ 0
A = . .
B wsi Ty
una matriz diagonal. Entonces todo vector unitario B (3 £ 0,7) e Ul
vector propio de A. En efecto, tenemos que AL = a;E:
0 0
aj 0 Ty 0 & s
0 a - O
. . . 18] =9 «;
0 0 - a :
n 0 0

Ejemplo 3. Si A:V — V es una aplicacién lineal y v es un vector propio
de A, entonces, para cualquier escalar ¢ no nulo, cv también es un vector propio
de A, que tiene el mismo valor propio.

Teorema 1.1. Sea V un espacio vectorial y sea A:V — V una aplicacion
lineal. Sea A € R y sea V), el subespacio de V generado por todos los vectores
propios de A que tienen a A como valor propio. Entonces todo elemento no
nulo de Vi es un vector propio de A que tiene a A como valor propio.

Demostracién. Sean vy y vg €V tales que Avy = Avy y Avy = Avz. Enton-
ces

A('Ul + 'Ug) = Avy + Avy = dvy + Avg = }\(vl -+ ’Uz).

Si ¢ € R, entonces A(cv;) = cAvy = chvy = Acv; . Esto prueba el teorema.

El subespacio Vi del Teorema 1.1 se conoce como espacio propio de A
correspondiente a A.

Nota. Si vy y vy son vectores propios de A cuyos valores propios son
diferentes, A; 3£ Ag, entonces, por supuesto, v; + vz no es un vector propio dao
A. En efecto, tenemos el signiente teorema:
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Teorema 1.2. Sea V' un espacio vectorial y sea A:V — V ya aplicacidn
lineal. Sean wi,...,v, vectores propios de A, cuyes valores propios son
A, ..., Ay, respectivamente. Suponga que estos valores propiogson distintos
entre si, esto es,

Ay si i#j.
Entonces vy,...,v,, son linealmente independientes.

Demostracién. Por induccién sobre m. Para m = 1, un elemetto v1 € V,

v1 # O, es linealmente independiente. Suponga que m > 1 ¥ que {eN€mos una
relacién

(%) 1ty + o+ ety = O

con escalares ¢;. Debemos probar que todo ¢; = 0. Multipliquemos nuestra
relacién (x) por A; para obtener

1A 1Y + - F e AU = O.
También apliquemos A a nuestra relacién (*). Por linealidad, obtenemos
Ao+ FemAdmv, = O.
Ahora restemos estas dos tiltimas expresiones, con lo que obtenemos
co(Az—A)va+ -+ em(Am — A v, = O,

Como A; — A; # 0 para j = 2,...,m, concluimos por induccién que €2 = -+ =
¢m = 0. Volviendo a nuestra relacién original, vemos que e;v; = (), por lo que
¢1 = 0 y asi nuestro teorema quedé probado.

Ejemplo 4. Sea V el espacio vectorial que consta de todas |as funciones
diferenciables de una variable real . Sean ay,...,e,, nimeros disdintos entre
si. Las funciones

ayt

B @B

son vectores propios de la derivada, con valores propios ay,... an distintos
entre si y, en consecuencia, son linealmente independientes.

Observacién 1. En el Teorema 1.2, suponga que V es un eSpacio vec-
torial de dimensién n y que A:¥ — V es una aplicacién lineal que tiene n
vectores proplos vy, ..., o, cuyos valores propios A,..., A, son distintos entre
si. Entonces {vq,...,v,} es una base de V.

Observacién 2. En la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales se
encuentra una situacion como la del Teorema 1.2. Sea A = (a;;) ups matriz de
n XNy sea

fi(2)

F@t)= ;
(1)
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un vector columna de funciones que satisfacen la ecuacidén
dF
— = AF(t).

En términos de coordenadas, esto significa que
dfi n
Ett = Z2u=1 ai; [ (t)-
Ahora suponga que A es una matriz diagonal,
ay 0 .- 0
A=l £ donde a; # 0 para todo i.
0 0 --- a,

Entonces toda funcién f;(t) satisface la ecuacién

dfi
E o= a,f,(t).

Por cilculo sabemos que existen niimeros ci, ..., ¢, tales que, para i=1,...,n,
tenemos que

fi(t) = cie™t.
[Prucba: si df/di = af(t), entonces la derivada de f(t)/e* es igual a 0, de

manera que f(t)/e* es constante.] Reciprocamente, si ¢y,...,¢n son nimeros
y hacemos .
618“”
F(t) = )
Cn ea,,t

entonces F(t) satisface la ecuacién diferencial

dr

— = AF(%).

& = AF()
Sea V el conjunto de soluciones F(t) de la ecuacién diferencial dF/dt = AF(t).
Entonces se verifica de inmediato que V es un espacio vectorial, y el argumento
anterior muestra que los n elementos

gt 0 0
. eﬂgf 0
6 1 : 3 tash ]
0 0 efnt

forman una base para V. Ademas, estos elementos son vectores propios de Ay
también de la derivada (considerada como una aplicacién lineal).

Lo anterior es valido si A es una matriz diagonal. Si A no es diagonal, en-
tonces tratamos de encontrar una base tal que podamos representar la aplicacién
lineal A con una matriz diagonal. Aqui no haremos este tipo de consideraciones,
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Ejercicios VIII, §1

Sea @¢ un nimero # 0.

1. Pruebe que los vectores propios de la matriz

(%)

generan un espacio de dimensién 1, y dé una base para este espacio.

2. Pruebe que los vectores propios de la matriz

(¢ 2)

generan un espacio de 2 dimensiones y dé una base para este espacio. ;Cuiles son
los valores propios de esta matriz?
P

3. Sea A una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son @11, .--,0nn. ;Cudl es
la dimensidn del espacio generado por los vectores propios de A? Muestre una base
para este espacio y diga cudles son los valores propios.

4. Demuestre que, si 8 € R, entonces la matriz
_ [ cos® sen 8
“ \sen® —cos#

siempre tiene un vector propio en R?, y que, de hecho, existe un vector tal que
Avy = vy1. [Sugerencia: Tome como primera componente de v; la siguiente:

__senf
T 1—cosf

si cos @ # 1; luego despeje y. ;Qué pasa si cosf = 17]

5. En el ejercicio 4, sea v2 un vector de R? perpendicular al vector »; hallado en ese

ejercicio. Demuestre que Avy, = —wv; y defina el significado de esto de modo que
indique que A es una reflexién.

6. Sea
cosf? —sen#
k(6) = (senf) cosﬂ)
la matriz de una rotacién. Demuestre que R(§) no tiene valores propios reales,

a menos que R(#) = +I. [El lector encontrard mds sencillo hacer este ejercicio
después de estudiar la siguiente seccién.]

7. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Sean A y B aplicaciones lineales
de V' en s{ mismo. Suponga que AB = BA. Demuestre que, si v es un vector
propio de A, cuyo valor propio es X, entonces Bv es un vector propio de A, cuyo
valor propio también es X si Bv % O.




9218 Vectores propios y valores propios [vII, §2]

VIII, §2. El polinomio caracteristico

Ahora veremos cémo se pueden emplear los determinantes para hallar el valor
propio de la matriz.

Teorema 2.1. Sea V un espacio vectorial de dimensicn finita y sea A un
niimero. Sea A:V — V una aplicacion lineal. Entonces A es un valor propio
de A si, y sélo si, A— Al no es invertible.

Demostracién. Supongamos que A es un valor propio de A. Entonces existe
un elemento v € V, v # 0, tal que Av = Av. En consecuencia, Av—Av =0,y
(A—=Xv=0. Por tanto, A— Al tiene un niicleo no nulo, vy 4 — AI no puede
ser invertible. Reciprocamente, supongamos que A — Al no es invertible, Por el
Teorema 2.4 del Capitulo 5, vemos que A — Al debe tener un nicleo no nulo, lo
que significa que existe un elemento v €V, v £0,tal que (A= AlJv=0. En
consecuencia, Av— dv = O y Av = Av. Asi, A es un valor propio de A. Esto
prueba nuestro teorema.

Sea A una matriz de n x n, A = (a;;). Definimos el polinomio carac-
teristico Py, de A como el determinante
P, (t) = Det(tI — A),
o, escrito con todo detalle,

t—an
t—ay —aiz2 ' —Oin

P(t) =

_qal-j

1l

—lp1  —Gpz 0 t—un i
nn

También podemos considerar A como una aplicacién lineal de R" en R",y
decir que P4(t) es el polinomio caracteristico de esta aplicacién lineal.

Ejemplo 1. El polinomio caracteristico de la matriz

| I
A= | =2 1 1
0 1 -1
€8
t—1 1, -3
i
0 -1 {41

v lo desarrollamos conforme a la primera columna para obtener
Pa(t) =1 —t* -4t +6.

Respecto a una matriz arbitraria A = (ai;), €l polinomio caracteristico se
puede hallar desarrollando conforme a la primera columna, y siempre consistird
en una suma

(t'“all)"'(t—“nrl)+"'-
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Todo término distinto del que hemos escrito tendré grado < n. En consecuencia,
el polinomio caracteristico es del tipo

P4 (t) =t" + términos de grado menor.

Teorema 2.2. Sea A una matriz de n x n. Un nimero X es un valor
propio de A si, y sélo si, A es una raiz del polinomio caracteristico de A.

Demostracién. Suponga que A es un valor propio de A. Entonces AT — A
no es invertible, debido al Teorema 2.1, y por tanto, Det(Al — A) =0, por el
Teorema 5.1 del Capitulo VII. En consecuencia, ) es una raiz del polinomio
caracteristico. Reciprocamente, si A es una raiz del polinomio caracteristico,
entonces

Det(AI — A) = 0,
y por tanto, por el mismo Teorema 5.1 del Capitulo VII, concluimos que AT — A
no es invertible, de modo que A es un valor propio de A, segin el Teorema 2.1.

El teorema 2.2 nos da una manera explicita de determinar los valores propios
de una matriz, a condicién de que podamos determinar en forma explicita las
raices de su polinomio caracteristico. Algunas veces esto es facil, en especial en
los ejercicios que aparecen al final de los capitulos, donde las matrices se ajustan
de tal manera que se puede determinar las raices a simple vista o mediante
recursos sencillos. En otros casos es considerablemente mas dificil.

Por ejemplo, para determinar las raices del polinomio que aparece en el Ejem-
plo 1, se tendria que desarrollar la teoria de los polinomios ciibicos. Esto se
puede hacer, pero implica férmulas que resultan un tanto mas dificiles que la
férmula con la que se resuelve una ecuacién cuadratica. También es posible ha-
llar métodos para determinar rafces en forma aproximada. En cualquier caso, la
determinacién de tales métodos corresponde a un tipo de ideas que no es el que
se maneja en este capitulo.

Ejemplo 2. Halle los valores propios y una base para los espacios propios
de la siguiente matriz:
1 4
2 /7

El polinomio caracteristico es el determinante

t—1 —4

g 43| =@E-1E-3)-8=1—4t-5=(t—5)(t+1).

En consecuencia, los valores propios son 5 y —1.
Para cualquier valor propio A, un vector propio correspondiente es un vector

tal que

z + 4y = Az,
2z + 3y = Ay,
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o, en forma equivalente,
(1-Xz+4y=0,
2z +(3— Ay =0.
Demos a = algin valor, digamos # = 1, y despejemos y a partir de cualquier

ecuacion, por ejemplo la segunda, para obtener y = —2/(3 — A). Esto nos da el
vector propio
1
X0 = (o)
Al sustituir A =5 y A = —1 obtenemos los dos vectores propios

Xlz(i) para A =3, y Xzz(_i> para A=-1.
2

El espacio propio para 5 tiene base X! y el espacio propio para —1 tiene base
X2. Observe que cualesquiera miltiplos escalares no nulos de estos vectores
también serian bases. Por ejemplo, en lugar de X? podriamos considerar

&)

Ejemplo 3. Halle los valores propios y una base para los espacios propios
de la matriz

21 0
01 -1
0 2 4

El polinomio caracteristico es el determinanate

t—-2 -1 0
0 t—-1 1] =(—2)>%t-3).
0 -2 t—4

Por tanto, los valores propios son 2 y 3.
Para los vectores propios, debemos resolver las ecuaciones siguientes:

(2=Nz+y=0,
(1=-Ay—2=0,
2y+(@-Mz=0.

Observe el coeficiente (2 — X) de z.

Suponga que queremos encontrar el espacio propio cuyo valor propioes A = 2.
Entonces la primera ecuacion se convierteen y = 0, porloque 2=0,a partir de §
la segunda ecuacién. Podemos dar a # cualquier valor, digamos & = 1. Entonces
el vector

1
Xl=10
0
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es una base para el espacio propio cuyo valor propio es 2.
Ahora suponga que X # 2, de manera que A = 3. Si ponemos z = 1
entonces podemos despejar y a partir de la primera ecuacién para obtener y =1,

y entonces podemos despejar z en la segunda ecuacién para obtener z = —2.
Por tanto,
1
X?= 1
-2

es una base para los vectores propios cuyo valor propio es 3. Cualquier miltiplo
escalar no nulo de X? también seria una base.

Ejemplo 4. El polinomio caracteristico de la matriz

1. 1 2
0 5 -1
OemOm 7

es (t —1)(t — 5)(t — 7). ;Puede el lector generalizar esto?

Ejemplo 5. Halle los valores propios y una base para los espacios propios
de la matriz que aparece en el Ejemplo 4.
Los valores propios son 1,5y 7. Sea X un vector propio no nulo, digamos

x
X=\y que también se escribe X = (z,y, 2).
2

Entonces, por definicién de vector propio, existe un ntumero A tal que AX = AX,
lo que significa que
2+ y + 22 = Az,
9y — z = Ay,
Tz =z,

Caso 1. z=0, y=0. Como queremos un vector propio no nulo, debemos
tener x # 0, en cuyo caso A = 1, por la primera ecuacién. Sea X! = E! el
primer vector unitario, o cualquier miltiplo escalar no nulo, para obtener un
vector propio cuyo valor propio es 1.

Caso 2. z = 0, y # 0. Por la segunda ecuacién, debemos tener X = 5.
Demos a y un valor especifico, digamos y = 1. Luego despejemos z de la
primera ecuacidn, a saber,

P

r+1=be, lo que da i

Sea

X?=

e

0

Entonces X? es un vector propio cuyo valor propio es 5.
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Caso 3. z # 0. Entonces, por la tercera ecuacién, debemos tener A = 7.
Fije algin valor no nulo de z, digamos z = 1, por lo que todo se reduce a resolver
las dos ecuaciones simultaneas

+y+2="z,
by —1=Ty.

Esto da por resultado y = —% y 2= 7. Sea

Entonces X2 es un vector propio cuyo valor propio es 7.

Los multiplos escalares de X!, X? y X produciran vectores propios que tie-
nen los mismos valores propios que X', X 2 y X3, respectivamente. Como estos
tres vectores tienen distintos valores propios, son linealmente independientes y,
por tanto, forman una base de R?. Por el Ejercicio 14, no hay otros vectores
propios.

Por dltimo sefialaremos que el dlgebra lineal de matrices se podria haber reali-
zado con coeficientes complejos. Lo mismo se puede decir para los determinantes.
Todo lo que se necesita de los niimeros es que se puedan sumar, multiplicar ¥
dividir entre mimeros no nulos, y estas operaciones son vélidas para los nimeros
complejos. Luego, una matriz A = (ai;) de nimeros complejos tiene valores
propios y vectores propios cuyas componentes son numeros complejos. Esto es
wtil por el siguiente hecho fundamental:

Todo polinomio no constante con coeficientes complejos tiene una raiz com-
pleja.

Si A es una matriz compleja de n X n, entonces el polinomio caracteristico de
A tiene coeficientes complejos y tiene grado n > 1, de manera que tiene una
raiz compleja que es un valor propio. Por tanto, sobre los numeros complejos,
una matriz cuadrada siempre tiene un valor propio y un vector propio no nulo.
Esto no siempre es cierto sobre los niumeros reales. (;Ejemplo?) En la siguiente
seccién veremos un importante caso en el que una matriz real siempre tiene un
valor propio real.

Ahora daremos algunos ejemplos de clculos que usan nimeros complejos
para los valores propios y vectores propios, aun cuando la propia matriz tenga
componentes reales. Recuerde que, en el caso de valores propios complejos, ¢l
espacio vectorial esta sobre los niimeros complejos, por lo que consta de combi-
naciones lineales de los elementos de la base dada, con coeficientes complejos.

Ejemplo 6. Halle los valores propios y una base para los espacios propios

de la siguiente matriz
A= (2 _}) .
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El polinomio caracteristico es el determinante

t—2 1
-3 t-1

En consecuencia, los valores propios son

3+ +/9—-20
—EN

=({t—-2)(t—1)+3=t2—3t+5.

Por tanto, hay dos valores propios distintos entre si (aunque ningin valor

propio real):
3++/—11 3—+/=11

MI=0H— ¥ ==

Sea X = (Z) donde z y y no son simultineamente iguales a 0. Entonces X

es un vector propio si, y sélo si, AX = AX, esto es:

2z — y = Az,
3z+y=Ay,
donde A es un valor propio. Este sistema es equivalente a
2-XNz-y=0,

3:t:+(1—/\)y:0.

Damos a z, digamos, un valor arbitrario, por ejemplo z = 1, y despejamos y,
por lo que y = (2 — X), por la primera ecuacidn. Luego obtenemos los vectores

propios
X(\) = (23&) ¥ X(hs) = (2_1)\2).

Observacién. A partir de una de las ecuaciones despejamos y. Esto es
consistente con la otra ecuacién, pues A es un valor propio. En efecto, si el
lector sustituye z =1y y =2 — ) en el miembro de la izquierda de la segunda
ecuacidn, obtendra

3+(1-M2-2)=0

debido a que A es una rafz del polinomio caracteristico.

Entonces X(A;) es una base para el espacio propio unidimensional de ALy
X(A2) es una base para el espacio propio unidimensional de X,.

Ejemplo 7. Encuentre los valores propios y una base para los espacios
propios de la siguiente matriz

11 -1
A=l 1 0
1 0 1
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Calculemos el polinomio caracteristico, que es el determinante
t—1 -1 1
0 t-1 0
-1 0 t—-1
el que tras sencillos calculos da
P(t) = (t — 1)(t* — 2t +2).

Ahora tenemos el problema de hallar las raices de P(t) como mimeros reales o
niimeros complejos. Por la férmula cuadrética, las rafces de 12 — 2t + 2 estén
dadas por

24+/4—8
—2—_1:5:\/—1.

Toda la teoria del lgebra lineal se podria desarrollar sobre los niimeros comple-
jos, y los valores propios de la matriz dada también se pueden definir sobre los
complejos. Luego, a partir del célculo de las raices anteriores, se aprecia que el

tinico valor propio real es 1, y que hay dos valores propios complejos, a saber: '

141 y 1—+-1.
Hacemos que los valores propios sean los siguientes:
Alzl, Agzl-’rv—l, )\3:1—’\.0‘—1.

Sea

K=

B B

un vector no nulo. Entonces X es un vector propio para A si, y sélo si, se
satisfacen las siguientes ecuaciones con algiin valor propio A: '
x4y — z =Xz,
Y = Ay,
¥ -+ 7 =N
Este sistema es equivalente a

I-Nz+y—2z2=0,
(1-XNy=0,
z+(1-XA)z=0.

Caso 1. A = 1. Entonces la segunda ecuacién se cumplird para cualquiar
valor de y. Péngase y = 1; a partir de la primera ecuacién obtenemos z = 1, y§
de la tercera ecuacion obtenemos 2 = 0. En consecuencia, obtenemos un primer
vector propio
0
K=l
1
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Caso 2. X # 1. Entonces, por la segunda ecuacién, debemos tener y = 0.
Ahora resolvamos el sistema que se forma con la primera y la tercera ecuaciones:

(1-Nz—-2=0,
z+(1-2)z=0.

Si estas ecuaciones fueran independientes, entonces las inicas soluciones serian
¢ = z = 0. Este no puede ser el caso, ya que debe haber un vector propio no nulo
que tiene el valor propio dado. En realidad, el lector puede verificar en forma
directa que la segunda ecuacién es igual a (A — 1) por la primera. En cualquier
caso, damos a una de las variables un valor arbitrario y despejamos la otra. Por
ejemplo, sea z =1; entonces # = 1/(1 — A). Asi obtenemos el vector propio

1/(1- %)
X(\) = 0
1

Podemos sustituir A = A; y A = X, para obtener los vectores propios que tienen
los valores propios A; y Az, respectivamente.

De esta manera hemos hallado tres vectores propios que tienen valores propios
distintos entre si, a saber,

X X (M), X (Az).

Ejemplo 8. Halle los valores propios y una base para los espacios propios
de la matriz

1 -1 2
~2 1 38
1 -1 1
El polinomio caracteristico es
t—1 1 -2
2 t-1 -3 |=(@-1P3-(@t-1-1.
-1 L t-1

Los valores propios son las raices de esta ecuacidn ciibica. En general no es ficil
hallar tales raices, y éste es el caso en el ejemplo presente. Sea u = ¢ —1. En
términos de u, el polinomio se puede escribir de la manera siguiente:

Qu)y=uv?*-u-1.

Por la aritmética tenemos que las unicas raices racionales deben ser enteras y
deben dividir a 1, de manera que las dnicas raices racionales posibles son =+1,
que no son rafces. En consecuencia, no hay valor propio racional. Sin embargo,
una ecuacion cibica tiene la forma general que se muestra en la figura 1.
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Figura 1

Esto significa que hay al menos una raiz real. Si el lector sabe calculo, entonces
tiene las herramientas que le permitiran determinar el mdximo y el minimo
relativos, y hallard que la funcidén u? — w — 1 tiene su minimo relativo en u =
1/\/?;, y que Q(l/\/?_;) es positivo. Por tanto, sélo hay una raiz real. Las otras
dos raices son complejas. Esto es lo més que podemos hacer con los medios con
que contamos. En cualquier caso, damos a estas raices un nombre y llamamos a
los valores propios
A1 ) )‘23 ’\3 .
Todos son distintos entre si.
Sin embargo, podemos hallar vectores propios en términos de los valores pro-
pios. Sea
x
X=1y
4
un vector no nulo. Entonces X es un vector propio si, ¥ sélo si, AX = AX, esto
o x —y+ 2z = Az,
—2r +y + 3z = Ay,

T —y+ z=Az
Este sistermna de ecuaciones es equivalente a

(1-XNz-y+22=0,
224+ (1-A)y+32=0,
z—-y+(1-A)z=0.

Demos a z un valor arbitrario, digamos z = 1, y resolvamos para ¢ y y usando
las dos primeras ecuaciones. Asi, debemos resolver:

(A-Dz+y=2,
22:+()\—1)y:3.
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Multiplique la primera ecuacién por 2, la segunda por (A —1) y reste. Luego
podemos despejar y para obtener

_A0RIY-4
y(A) = Do1p—2

Por la primera ecuacién hallamos que

B =
z(A) = |
Por tanto, los vectores propios son
z(A1) z(A2) z(A3)
XA)=1uM) ], XQ)=|v) |, Xa)=|v0s) ],
1 1 1

donde Ay, Az y A3 son los tres valores propios. Esta es una respuesta explicita
en la medida en que el lector sea capaz de determinar estos valores propios.
El lector puede recurrir a una calculadora o una computadora para obtener
aproximaciones a X1, Ay y Az que le dardn las correspondientes aproximaciones
a los tres vectores propios. Observe que en esta parte hemos hallado los vectores
propios complejos. Sea A; el valor propio real (hemos visto que aqui sélo hay
uno). Entonces, a partir de las férmulas para las coordenadas de X (}), vemos
que y(A) o z(XA) serdn reales si, y sélo si, A es real. Por tanto, solo hay un vector
propio real, a saber, X(A;). Los otros dos vectores propios son complejos. Cada
vector propio es una base para el correspondiente espacio propio.

Teorema 2.3. Sean A y B dos matrices de n x n ¥ suponga que B es
invertible. Entonces el polinomio caracteristico de A es igual al polinomio
caracteristico de B~'ARB.

Demostracién. Por definicién y por las propiedades del determinante,
Det(tI — A) = Det(B~'(tI — A)B) = Det(tB~'B — B~1AR)
= Det(t — B~1AB),

Esto prueba lo que querfamos.
Ejercicios VIII, §2

1. Sea A una matriz diagonal,

(/5] 0 0

0 Gz 4]
A= ;

0 0 B ¥

(2) i Cudl es el polinomio caracteristico de A?
(b) (Cudles son sus valores propios?
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2. Sea A una matriz triangular,

a1 O 0

@21 @22 0
A= .

Gnl &n2 Gnn

;Cuil es el polinomio caracteristico de A y cudles son sus valores propios?

Encuentre €l polinomio caracteristico, los valores propios y las bases para los espa-
cios propios de las siguientes matrices.

o (3) e (33)
-2 =T 1 4
o (27 @)
4 0 1 1 -3 3
4. (a) (—2 1 0) (b) (3 =5 3)
-2 0 1 6 —6 4
3 I 4 1. & 2
©) (2 4 2) (d) ( 12 —1)
il 3 -1 1 4

5. Encuentre los valores propios y los vectores propios de las signientes matrices. De-
muestre que los vectores propios forman un espacio de dimension 1.

(@) (f —(1)) (b) ({1) i) (c) (f ‘;) (@) (i j)

6. FEncuentre los valores propios y los vectores propios de las siguientes matrices. De-
muestre que los vectores propios forman un espacio de dimensién 1.

1 1 % 1F 1L 0
(a) (0 1 1) (b) (0 1 1)
D 0 £ 0 0 1

7. Halle los valores propios y una base para los espacios propios de las siguientes

matrices.
L off 2o
(a) (b -1 3 0
0 0 0 1 a i3
1 0 0 0
8. Halle los valores propios y una base para los espacios propios de las siguientes
matrices.

oA bn s
e 32 1 Sl
(d) ( 2 2 2) (e) (0 1 2) () (—3 4 0)
—3 —6 —b6 0 1 -1 -3 1 3

9. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y suponga que el polinomio caracterfstico
de una aplicacién lineal A:V — V tiene n raices distintas. Demuestre que V' tiene
una base qne consta de vectores propios de A.
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10. Sea A una matriz cuadrada. Demuestre que los valores propios de ‘A son los
mismos que los de A.

11. Sea A una matriz invertible. Si A es un valor propio de A, demuestre que A #0
¥ que A™! es un valor propio de A,

12. Sea V el espacio generado sobre R por las funciones sent y cost. ;Tiene la deri-
vada (considerada como una aplicacién lineal de V' en sf mismo) algunos vectores
propios no nulos en V'? Si asi es, ;jcudles son?

13. Denote con D la derivada que consideramos como aplicacién lineal sobre el espacio
de las funciones diferenciables. Sea k un entero 3 0. Demuestre que las funciones
senkz y coskz son valores propios en D?. ;Cudles son los valores propios?

14. Sea A:V — V una aplicacién lineal de V en sf mismo, y sea {v1,...,v} una base
de V que consta de vectores propios que tienen distintos valores PIOpIiOS C1,...,Cn.
Demuestre que cualquier vector propic v de A en V es un miltiplo escalar de
algin ;.

15. Sean A y B matrices cuadradas del mismo tamaifio. Muestre que los valores propios
de AB son los mismos que los valores propios de BA.

VIII, §3. Valores propios y vectores propios de matrices simétricas

Daremos dos pruebas del siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sea A una matriz real simétrica de n x n. Entonces existe
un vector propio no nulo para A.

Una de las pruebas usard niimeros complejos y la otra prueba usara calculo.
Comencemos con la prueba que usa célculo.
Defina la funcién

f(X)="XAX para X €R™

Tal funcién f se conoce como forma cuadritica asociada con A. Si tX = (24,
..., &5) se escribe en términos de coordenadas y A = (@i;), entonces

f(X)= E?,j:l Qi TiZy.

Ejemplo. Sea

Sea X = (z,y). Entonces

XAX = (z,y) (-—:li W;) (:) = 8z% — 2zy + 27,

En forma més general, sea
a b
T (b d) :
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Entonces

b
(“”":y) (‘; d) (z) =G$2+2b$y+dy2.

Ejemplo. Suponga que nos dan una expresion cnadrética
flz,y) = 3a* + 5y — 49,

Entornces ésta es la forma cuadratica asociada con la matriz simétrica

3 3
A:(i _4).
2

En muchas aplicaciones se quiere hallar un méximo para dicha funcién f
sobre la esfera unitaria. Recuerde que la esfera unitaria es el conjunto de
todos los elementos X tales que [|X|| = 1, donde [|X]|| = VX -X. En los
cursos de analisis se demuestra que una funcién continua f como la anterior
necesariamente tiene un maximo sobre la esfera. Un méximo sobre la esfera
unitaria es un punto P tal que ||P|l=1,y

f(P) > f(X) para todo X con [|X|| = 1.
El siguiente teorema relaciona este problema con el de hallar vectores propios.

Teorema 3.2. Sea A una matriz simétrica real y sea f(X) = X AX la
forma cuadrética asociada. Sea P un punto sobre la esfera unitaria tal que
f(P) es un médximo para f sobre la esfera. Entonces P es un vector propio
para A. En otras palabras, existe un nimero A tal que AP = AP,

Demostracidn. Sea W el subespacio de R™ ortogonal a P, estoes, W = P,
Entonces dimW = n — 1. Para cualquier elemento w € W, ||w|| = 1, defina la
curva

C(t) = (cost)P + (sent)w.
Las direcciones de los vectores unitarios w € W son las direcciones de las tan-
gentes a la esfera en el punto P, como se muestra en la figura.

P = C(0)

Figura 2

La curva C(f) estd sobre la esfera debido a que ||C(2)|| = 1, como se puede
verificar fdcilmente al considerar el producto interior C'(t) - C'(1) y al usar la
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hipétesis de que P-w = 0. Ademsds, C(0) = P, de manera que C(t) es una
curva sobre la esfera que pasa por P. También tenemos la derivada siguiente

C'(t) = (—sent)P + (cost)w,

¥, por tanto, C’(0) = w. Por ello la direccién de la curva es la direccién de w,y
es tangente a la esfera en el punto P porque w-P = 0. Consideremos la funcién

9(t) = F(C(1)) = C(2) - AC().
Al usar coordenadas y la regla para la derivada de un producto, la cual se aplica

en este caso (como el lector sabe por sus estudios de calculo), se hallara la
siguiente derivada:

g'(t) =C'(t) - AC(t) + C(t) - AC'(2)
= 2C"(t) - AC(2),

ya que A es simétrica. Como f(P) es un maximo y g(0) = f(P), se infiere que
¢'(0) = 0. Entonces obtenemos

0 = ¢'(0) = 2C"(0) - AC(0) = 2w - AP.

En consecuencia, AP es perpendicular a W para todo w € W. Pero W+ es el
espacio de dimension 1 generado por P. Por tanto, existe un ntimero A tal que
AP = AP, lo que prueba el teorema.

Corolario 3.3. El valor maximo de f sobre la esfera unitaria es igual al
valor propio mds grande de A.

Demostracion. Sea X cualquier valor propio y sea P un vector propio sobre
la esfera unitaria, de manera que ||P|| = 1. Entonces

J(P) =PAP ="PAP = \'PPE ).

Por tanto, el valor de f en un vector propio sobre la esfera unitaria es igual
al valor propio. El Teorema 3.2 nos dice que el maximo de f sobre la esfera
unitaria se alcanza en un vector propio, por lo que el maximo de f sobre la
esfera unitaria es igual al mayor valor propio, tal como se afirmé.

Ejemplo. Sea f(z,y) = 222 =3zy+y?. Sea A4 la matriz simétrica asociada
con f. Encuentre los vectores propios de A sobre el circulo unitario ¥ halle el
maximo de f sobre el circulo unitario.

Primero observamos que f es la forma cuadratica asociada con la matriz

9 _3
2
A:(_Q 1).
2

Por el Teorema 3.2, se debe alcanzar un méaximo en un vector propio, de manera
que primero determinamos los valores propios y los vectores propios.
El polinomio caracteristico es el determinante

3
t—2 5

3
B e

s 2 1
=t?-3t~1
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Luego, los valores propios son

34++/10

A=
)
Respecto a los vectores propios, debemos resolver el siguiente sistema:
2z — %y = Az,
-3z - y=Ay

Al hacer # = 1 se obtienen los posibles vectores propios

X() = (%(21_”).

Por tanto, hay dos de tales vectores propios, salvo miltiplos escalares no nulos.
Los vectores propios que estan sobre el circulo unitario son, por consiguiente,

X(A) e _3+4/10 310
xoy e AT T ==

Por el Corolario 3.3, el méximo es el punto que tiene el valor propio mas grande
¥, en consecuencia, debe ser el punto

A

P(}) =

P(A)  donde A:@.

El valor méaximo de f sobre el circulo unitario es (3 +/10)/2.
Asimismo, el valor minimo de f sobre el circulo unitario es (3 —+/10)/2.

Ahora usaremos los niimeros complejos C para la segunda prueba. Una pro-
piedad fundamental de los niimeros complejos es que todo polinomio no constante
con coeficientes complejos tiene una rafz (un cero) en los nimeros complejos. Por
consiguiente, el polinomio caracteristico de A tiene una raiz compleja A que, a
priori, es un valor propio complejo, que tiene un vector propio complejo.

Teorema 3.4. Sea A una matriz simétrica real y sea A un valor propio en
C. Entonces X es real. Si Z # O es un vector propio complejo que tiene un
valor propio A y Z = X +1iY , donde X,Y € R", entonces tanto X como Y
son vectores propios reales de A gue tienen valor propio A,y X oY # 0.

Demostracién. Sea Z = *(z1,...,2,) con coordenadas complejas z;. Enton-
ces

2.Z2=Z2-2="Z2Z2=71z1+ 4+ Fntn =+ + |22 > 0.
Por hipdtesis, tenemos que AZ = AZ. Entonces
YZAZ="Z)0Z =)N7ZZ.

La transpuesta de una matriz de 1 x 1 es igual a si misma, de manera quo
también obtenemos v i, &,
TTIAT =BT = NP2
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Pero AZ=AZ =AZ,y AZ=XZ=XZ. Por consiguiente,
NZZ =ZZ.

Como 'ZZ # 0, se infiere que A = X, de manera que X es real.
Ahora, a partir de AZ = AZ | obtenemos

AX 4+ iAY = AX 4+ Y,

y, como A, X y Y son reales, se infiere que AX = AX y AY = MY . Esto
prueba el teorema.

Ejercicios VIII, §3

1. Halle los valores propios de las siguientes matrices y el valor méximo de las formas
cuadréticas asociadas sobre el circulo unitario.

028w

2. La misma pregunta que en el Ejercicio 1, excepto que hay que hallar el méximo en
la esfera unitaria.

1 =1 0 2 =1 ]
® (_1_ ) _1) ®) (nl : _1)
0 -1 1 0 -1 2

3. Halle el miximo y el minimo de la funcién
f(z,y) = 32° + 52y — 49>

sobre el circulo unitario.

VIII, §4. Diagonalizacién de una aplicacién lineal simétrica

En esta seccidn aplicaremos la existencia de vectores propios conforme a lo pro-
bado en la seccién §3. Como lo haremos por induccién, en lugar de trabajar
con R™ tenemos que comenzar con una formulacién que trate con un espacio
vectorial en el que todavia no se hayan escogido coordenadas.

Por tanto, sea V' un espacio vectorial de dimensién n sobre R, que tiene un
producto escalar difinitivamente positivo {v,w) para v, w € V. Sea

AV =V

una aplicacién lineal. Diremos que A es simétrica (respecto al producto
escalar) si tenemos la relacién

{Av,w) = {v, Aw)
para todo vy w € V.
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Ejemplo. Suponga que V = R" y que el producto escalar es el producto
interior usual entre vectores. Una aplicacién lineal A esta representada por una
matriz y usamos la misma letra A para esta matriz. Entonces, para todo v,
w € R", tenemos

(Av,w) = wAv

si consideramos a v y w como vectores columna. Como twAv es una matriz de
1x 1, es igual a su transpuesta, de modo que tenemos la férmula

twAv = W' Aw,
o, en términos de la notacién { , ),
(Av,w) = (v, Aw).

La condicién de que A sea simétrica como aplicacion lineal con respecto al
producto escalar es, por definicién, (Av, w) = (v, Aw) o, en términos de multi-
plicacién de matrices,

wAv = wAw

Al comparar con la férmula anterior, esto significa que A = 'A, por lo que
hallamos:

Sea A una matriz de n x n y La la aplicacidn lineal asociada sobre R".
Entonces L, es simétrica con respecto al producto escalar si, y s6lo si, A es
una matriz simétrica.

Si V es un espacio vectorial general de dimensién n con un producto escalar
definitivamente positivo,y A:V — V es una aplicacion lineal de V' en si mismo,
entonces existe una aplicacién lineal tinica

AWV =V

que satisface la férmula

(Av,w) = (v, 'Aw).

Acabamos de ver esto cuando V = R". En general, escogemos una base orto-
normal de V', que nos permite identificar a V' con R"™ e identificar al producto
escalar con el producto interior ordinario. Entonces ‘4 (considerada como apli-
cacién lineal) coincide con la transpuesta de la matriz que representa a A.

Ahora podemos decir que una aplicacién lineal 4:V — V es simétrica si,
y s6lo si, es igual a su propia transpuesta. Cuando V' se identifica con R"
utilizando una base ortonormal, significa que la matriz que representa a A led
igual a su transpuesta; en otras palabras, la matriz es simétrica.

Podemos reformular el Teorema 3.1 de la manera siguiente:

Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita con un producto escalar defini
tivamente positivo. Sea A:V — V una aplicacion lineal simétrica. Entonces
A tiene un vector propio no nulo.
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Sea W un subespacio de V' y sea A:V — V una aplicacién lineal simétrica.
Decimos que W es estable bajo A si A{W) C W, esto es, para todo u € W
tenemos que Au e W.

Observemos que, si W es estable bajo A, entonces su complemento ortogonal
W+ también es estable bajo A.

Demostracién. Sea w € W+ . Entonces, para todo u € W, tenemos que
(Aw,u) = (w, Au) = 0
debido a que Au € W y w € WL. En consecuencia, Aw € W, lo que prueba
el aserto.

Teorema 4.1. Sea V un espacio vectorial de dimensicn finita sobre los
niimeros reales, de dimensidn n > 0 y con un producto escalar definitivamente
positivo, Sea

AV =V
una aplicacion lineal, simétrica con respecto al producto escalar. Entonces V
tiene una base ortonormal que consta de vectores propios.

Demostracion. Por el Teorema 3.1, existe un vector propioc no nulo P para
A. Sea W el espacio de una dimensién generado por P. Entonces W es estable
bajo A. Por la observacién anterior, W' también es estable bajo A y es un
espacio vectorial de dimensién n - 1. Podemos considerar entonces que A da
una aplicacién lineal simétrica de W+ en sf mismo. Luego podemos repetir el
procedimiento. Ponemos P = P; y, por inducién, podemos encontrar una base
{Pa...,Pn} de W+ que consta de vectores propios. Entonces

{ Py Pa; i v P}
es una base ortogonal de V' que consta de vectores propios. Dividamos cada
vector entre su norma para obtener una base ortonormal, como se deseaba.

Si {e1,...,en} esuna base ortonormal de V tal que cada e; es un vector pro-
pio, entonces la matriz de A con respecto a esta base es diagonal y los elementos
diagonales son precisamente los valores propios:

A0 =0
0 Ay --- 0
o 0 -EAA,

En esta sencilla representacién, el efecto de A resulta mucho més claro que
cuando A se representa mediante una matriz mas complicada con respecto a
otra base.

Ejemplo. Veamos una aplicacién a las ecuaciones diferenciales lineales. Sea
A una matriz real simétrica de n x n. Queremos encontrar soluciones en R" de
la siguiente ecuacién diferencial
dX(t)

S = AX(),
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donde
z1(t)
X@=| ¥
, Zn(t)
ests dada en términos de coordenadas que son funciones de ¢, y
dzy /d‘t
ax() _ :
dt :
dz,/dt

La escritura de esta ecuacién en términos de coordenadas arbitrarias es confusa.
Asi que, por el momento, olvidemos las coordenadas, y consideremos R” como
un espacio vectorial de dimensién n con un producto escalar definitivamente
positivo. Escojamos una base ortonormal de V' (usualmente diferente de la base
original) que consta de vectores propios de A. Ahora, con respecto a esta nueva
base, podemos identificar a V' con R" con las nuevas coordenadas, las que

denotamos con 1,...,¥,. Con respecto a estas nuevas coordenadas, la matriz
de la aplicacién lineal L, es la siguiente

Apn 0 s D

0 %% w0 B

0 0 - A
donde Ay, ..., A, son los valores propios. Pero en términos de estas coordenadas,

mas convenientes, nuestra ecuacién diferencial simplemente se ve de la siguiente
manera:

dy dy,
E:)‘lyls seey '“c“&f"'=)‘nyn-
Por tanto, la solucién més general es de la forma
yi(t) = cie? con alguna constante c;.

La moraleja de este ejemplo es que no se deberia seleccionar una base con pre-
cipitacién, y se deberia usar, tan a menudo como sea posible, una notacién sin
coordenadas, hasta que se haga imperativo realizar una seleccién de coordenadas
para simplificar la solucién de un problema.

Ejercicios VIII, §4

1. Suponga que A es una matriz diagonal de » X n. Para cualquier X € R", ja qué
es ignal *X AX en términos de las coordenadas de X y los elementos diagonales de
A?

2. Sea
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una matriz diagonal con A; > 0...,A, > 0. Demuestre que existe una matriz
diagonal B de n x n tal que B? = A.

3. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita con un producto escalar definitiva-
mente positivo. Sea A:V — V una aplicacién lineal simétrica. Decimos que A es
definitivamente positiva si {Av,v) >0 para todo ¥ €V, y v # 0. Pruebe que
(a) si A es definitivamente positiva, entonces todos los valores propios son > 0.
(b) si A es definitivamente positiva, entonces existe una aplicacién lineal simétrica

B tal que B* = Ay BA = AB. iCuiles son los valores propios de B?
[Sugerencia: Use una base de V' que conste de vectores propios.]

4. Decimos que A es semidefinitivamente positivasi (4v,v) > 0 para todo v € V.
Pruebe los andlogos de (a) y (b) del Ejercicio 3 cuando se supone que A sélo es
semidefinitiva. Por tanto, los valores propios son > 0, y existe una aplicacién lineal
simétrica B tal que B? = A.

5. Suponga que A es simétrica y definitivamente positiva. Demuestre que A% y A™?
son simétricas y definitivamente positivas.

6. Sea U:R" — R"™ una aplicacién lineal, y denote con { , ) al producto escalar
(interior) usual. Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) [U»|| =||v|| para todo » € R™,
(i) (Uv, Uw) = (v, w) para todo v,w € R™. ‘
(iii) U es invertible y *U = U™,
[Sugerencia: Para (ii), use la identidad siguiente:
((v+w), (v + w)) — ((v — w), (v — w)) = 4(v, w),
v en forma anédloga, con una U/ frente a cada vector.] Cuando U satisface cualquiera
de estas condiciones (y, en consecuencia, todas ellas), se dice que U es unitaria. La

primera condicién dice que U preserva la norma y la segunda dice que U/ preserva
el producto escalar.

7. Sea A:R™ — R" una aplicacién lineal invertible.
(i) Demuestre que ‘A4 es simétrica y definitivamente positiva.
(ii) Por el Ejercicio 3b, existe una matriz B simétrica y definitivamente positiva tal
que B? =*AA. Sea U = AB™'; demuestre que U es unitaria. i
(iii) Demuestre que A =URB.

8. Sea B simétrica y definitivamente positiva, y unitaria ademds. Demuestre que
B=T

Apéndice: Nimeros complejos |

Los mimeros complejos C son un conjunto de objetos que se pueden sumar y
multiplicar, de tal manera que la suma y el producto de dos niimeros complejos :
también son niimeros complejos y satisfacen las siguientes condiciones
(1) Todo niimero real es un niimero complejo y, si @ y 8 son niimeros reales,
entonces su suma y su producto como nimeros complejos son iguales a su
suma y su producto como niimeros reales.
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(2) Existe un niimero complejo, denotado con i tal que ¥ = —1.

(3) Todo niimero complejo se puede escribir en forma tinica en la forma a+bi,
donde a y b son numeros reales.

(4) Se cumplen las leyes ordinarias de la aritmética concernientes a la adicién
y la multiplicacién. Damos la lista de estas leyes:

Si @, 8 y v son niumeros complejos, entonces

(@+B)+y=at+(B+7) v (af)y=a(B).
Tenemos que a(B+7) = af+ay,y (B+7)a = fa + yo.
Tenemos que af = Paya+ B =7F+a.
Si 1 es el nimero real uno, entonces lo = a.
Si 0 es el nimero real cero, entonces 0o = 0.
Tenemos que a + (—1)a = 0.
Ahora derivaremos consecuencias de estas propiedades. Si escribimos
o =ay+ast y B = by + b1,
entonces
a+fB=ay+ai+b +b2i=a1+bl+(a2+bg)i.
Si llamamos a @; la parte real, o componente real de o y a ap su parte
imaginaria, o componente imaginaria, entonces vemos que la adicion se lleva a
cabo componente a componente. Las partes real e imaginaria de « se denctan
con Re(a) e Im(a), respectivamente.
Tenemos que
af = (a1 + ay')(bl + bzi) = ayby —azhy + (a2b1 + albg)’i.
Sea o = a + bi un nimero complejo, con a y b reales. Definimos
a=a-bi

y decimos que @ es el conjugado complejo, o simplemente conjugado, de a.
Entonces

ol = a® + b2,
Sia=a+bies #0,ysi hacemos

(84
b P
entonces @A = Aa = 1, como de inmediato se puede ver. El niimero A anterior
se conoce como inverso de' o y se denota con a™' é 1/a. Observemos que es
el tinico niimero complejo z tal que za = 1, ya que, si se satisface esta ecuacion,

la multiplicamos por X a la derecha para hallar z = A. Si @ y £ son nimeros

complejos, a menudo escribimos F/a en lugar de a4 o de Ba~!. Vemos que
podemos dividir entre ntimeros complejos # 0.
Tenemos las siguientes reglas:

aff = &g, a+pB=a+8, a=a.
Iostas se infieren de inmediato a partir de la definicién de adicién y multiplicacién.
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Definimos el valor absoluto de un ntimero complejo o = e + bi como

le| = Va? + b2.

Si imaginamos & como un punto en el plano (,b), entonces || es la longitud
del segmento de recta que va del origen a «. En términos del valor absoluto,
podemos escribir

= K |
Tl
siempre que o # 0. En efecto, observemos que |a|?> = a@. Advierta también
que |o| = [a].
El valor absoluto satisface propiedades analogas a las que satisface el valor
absoluto de niimeros reales:
] >0y =0si,ysdlosi, a =0.
o] = [o 8]
la+ 8| < |a| + |8l
El primer aserto es obvio, Por lo que se refiere al segundo, tenemos
|ef|” = afap = |af*|8]%.
Al extraer la raiz cuadrada, concluimos que |a||@| = |«f|. Después, tenemos
o+ B = (@ + A)a + B) = (a+ B)(@ +5)
ya que af = fa. Sin embargo, tenemos que
2Re(43) < 2/
debido a que la parte real de un ndmero complejo es < que su valor absoluto.
Por tanto,
o+ B1* < lal® +2(6a] + |8
< lel? + 28] ol + |8*

= (laf + B>

Al extraer la raiz cuadrada se obtiene la propiedad final.

Sea z = z+iy un nlimero complejo # 0. Entonces z/|z| tiene valor absoluto
igual a 1.

La principal ventaja de trabajar con niimeros complejos en lugar de hacerlo
con nimeros reales es que todo polinomio no constante con coeficientes complejos
tiene una raiz en C. Esto se prueba en cursos de andlisis mds avanzados. Por
ejemplo, una ecuacién cuadritica

az®+bz+c=0

con a # 0, tiene las raices

- —b+ /b2 — 4ac

2a
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Si b2 — 4ac es positivo, entonces las raices son reales. Si b — 4ac es negativo,
entonces las raices son complejas. La prueba para la férmula cuadratica emplea
s6lo la aritmética bdsica de la adicidn, la multiplicacién y la divisién. A saber,
completamos el cuadrado para ver que

B e e .b262+_ +bﬂbh4ac
ax r+c=a :c-}-?a e c=ale % ia )

-?Z-I--b— 2_62—4ac
20/  4a? '’

extraemos la raiz cuadrada y, por 1iltimo, obtenemos el valor deseado de z.

Luego resolvemos

Aplicacién a los espacios vectoriales

Para definir la nocién de espacio vectorial, primero necesitamos la nocién de
escalares; los 1inicos hechos que necesitamos acerca de los escalares son los que
se refieren a la adicién, multiplicacidn y divisidn entre elementos no nulos. Los
niimeros complejos satisfacen todas las operaciones basicas de la aritmética, Por
consiguiente, podemos hacer la teoria basica de los espacios vectoriales sobre los
nitrneros complejos. Tenemos los mismos teoremas sobre combinaciones lineales,
matrices, rango por renglones, rango por columnas, dimensién, determinantes,
polinomios caracteristicos, valores propios.

La tinica diferencia basica (y es ligera) aparece cuando trabajamos con el
producto interior. Si Z = (z1,...,2,) ¥ W = (w1, ...,w,) son n-tuplas de C*,
entonces su producto interior es, como antes,

Z W =zywy + -+ zywy.
Sin embargo, observe que, aun si Z # Q, Z-Z puede ser igual a 0. Por ejemplo,
gea Z = (1,7) en C2. Entonces

Z-Z=1+i=1-1=0.
Por tanto, el producto interior no es definitivamente positivo.

Para remediar esto, se define un producto que se llama hermitiano y es
casi igual al producto interior, pero contiene un conjunto complejo. Isto es,
definimos W = (Wy,..., W) ¥

(Z,Wy=2 -W =21+ + 2,0n,
e manera que ponemos un conjugado complejo en las coordenadas de W. En-
lonces
(2,2) =72 -Z=21F1+ + 2,2, = |z [* + -+ |za]”.
I'n consecuencia, una vez mds, si Z # O, entonces alguna coordenada z # 0,

e manera que la suma que aparece a la derechaes #0 y (Z,2) > 0.
S1 « es un nimero complejo, por la definicién vemos que

(w0, W) = (2, W) pero (Z,aW) = @(Z, W).
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Por tanto, en la segunda férmula aparece un conjunto complejo. Ain tenemos
las férmulas que expresan la aditividad

(Z1+ 29, W) = (21, W) + (Z2, W)

b

(2, W1+ W2} = (2, Wh) + (2, Wy).
Entonces decimos que el producto hermitiano es lineal en la primera variable y
antilineal en la segunda variable. Observe que, en lugar de la conmutatividad
del producto hermitiano, tenemos la férmula

(Z,W) =(W,2).
Si Z y W son vectores reales, entonces el producto hermitiano (Z, W) es igual
que el producto interior.

Entonces se puede desarrollar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Sch-
midt igual que antes, pero usando el producto hermitiano en lugar del producto
interior.

En la aplicacién de este capitulo no necesitamos el producto hermitiano. Todo
lo que necesitamos fue que una matriz compleja A de n x n tuviera un valor
propio y que los valores propios fueran las raices del polinomio caracteristico

det(tI — A).

Tal como se mencioné antes, un polinomio no constante con coeficientes comple-
Jos siempre tiene una raiz en los nimeros complejos, de manera que A siempre
tiene un valor propio en C. En el texto demostramos que, cuando A es real y
simétrica, tales valores propios, de hecho, deben ser reales.
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6. (154 ,1,3) (15 =, —5,5) (45, —6, 12) (=27, —6,2)
I, §2, pdg. 12
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7. Multipliquemos escalarmente la suma
e+ FerAr =0
por A;. Hallamos que
ey Ai+ o teidi - Ai ot rAr - Ai=0 A =0,
Como A; - A; =0 si j # 1, hallamos que
ci Ay - Ay = 0.
Pero, por suposicién, A; - A; # 0. Por tanto, ¢; = 0, como se queria demostrar.
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9. |4 - B|* = A* =24 B + B? = |4 - 2||A|| || B]| cos & + || B|}*

I, §5, pag. 33
1. (a) Sea A= P, — PL =(-—5,-2,3). Una represeniacién paramétrica de la recta es
X(t)=P +tA=(1,3,-1) +1(—5-2,83).
(b) ("’115$3)+t(_1;“‘1,4)
2. X=(1,1,~1)+3,0,~4) 3. X =(-=1,5,2) +1(=4,9,1)
4 () (<541 &) (<320, CLED © (0,%,-2) @ (L1

5. pel@-p=21e
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I, §6, pag. 39

1. Los vectores normales (2,3) y (5,—5) no son perpendiculares entre si debido a que
su producto interior 10 — 15 = —5 no es igual a 0.

2. Los vectores normales son (—m,1) y (—m', 1} y su producto interior es igual a
mm' 4+ 1. Los vectores son perpendiculares si, y sdlo si, este producto interior es
igual a 0, lo que equivale a que mm' = —1.

y=z+8 4. 4y =5z —7 6. (c) y (d)
(a) z—y+3:=-1 (b) 3z+2y—4z=27r+26 (c) z—5z=-33
(a) 2z4+y+22=7 (b) Te—8y—92=-29 (c) y+2=1

oo = g

(3,—9,-5), (1,5,—7) (Otros serfan miltiplos constantes de éstos.)
10: (~2,1,5) J 13 (11,13, 47)

12, (a) X =(1,0,—1) +(—2,1,5)

(b) X = (—10,-13,7) + t(11,13, —7) o también (1,0,0) + (11,13, —7)
@ -5 ®-05 © 7= @-Z

14 () (458 0) E2-8) 15 13-

13.

16.

-3 15 —6
33 -3

-1 1 2 -2 -2 2
A+2Bw( i A—B_(2 4>, B—A:(_2 _4)

Renglones de A:(1,2,3), (—1,0,2)

Columnas de A: _i) ; (g ;
2

Renglones de B: (—1,5,-2)

—~1 5
Columnas de 1: ( 1) ’ (1




10.

11,

10.

11,

Respuestas a los ejercicios 245

Renglones de A:(1,-1),(2,1) Columnas de A: (1> , (_‘1)

Renglones de B:(—1,1), (0, —3) Columnas de B: (_1) ; ( 1)

1 -1 =y
+{a A=12 ol =] 5 U
3 2 -2 -1

¢ 12 ¢ -1 0
(®) A=(—-1 1)’ Bz( 1 —3)

. Sea ¢ij = ai;j + bij. La componente ij de *(A+ B) es ¢;i = aji+bji,lacual esla

suma de la componente ji de A més la componente 77 de B.

0

- 2 P
. Son iguales 8. (D ___2) , es igual

Ll 12l POPTR = T |
A+A—(1 2),B+B_( 1_6)

(a) (A+A)="A+"A="A+ A=A+"A.
(b) (A —-"4)="A-"A=—(A-"4).
(c) Los elementos diagonales son iguales a 0, ya que satisfacen

aii = —@ii.

§2, pag. 55
IA=Al=A 2. O

@ (31 o (2) e (B
: AB:(‘; _f) BA:(i ?)

7 14 14 ©
AC=cA=(, =), BC=CB={,,

Si C = I, donde £ es un nimero, entonces AC = CA = zA.

(3,1,5), primer renglén

. Segundo renglén, tercer renglén, i-ésimo renglén

0 () o) o)

3 12 5
2 9 8

Segunda columna de A 12. j-ésima columna de A
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13.

14.

8 @ o (}) © (%) @(2)

(a) (i i::i:;) . Sume un miltiplo de la primera columna a la segunda. Los

otros casos son similares,

i & gt 173
16. (a) A2=(000), A? = matriz 0. S5i B = gg;i entonces
404 0000

0012 0001
s {0 gi 5 0000 N
Felfuoold F=lonoo y B
0000 0000
#5 3 36 1410
by A’=fo12], @ A= 13], A'=[01 4
001 01 00 1

17,

18.
19,

21.

22.

100 10 0
0401}, 08 0],
009 00 27

Matriz diagonal cuya diagonal es af,af...,ak.

o)

(b) ( a2 fb — ) para cualesquiera a,b# 0; si b =0, entonces a = 0.

La inversa es [ 4+ A.

(a)
(b) Multiplique 7 — A por I+ A+ A* en cada lado. ;Qué obtiene?
(a)

a) Multiplique cada miembro de la relacién B = TAT™? por la izquierda por 77!
v por la derecha por T'. Obtenemos

TBT =T 'TAT T =TAI = A.

En consecuencia, existe una matriz, a saber, T, tal que 7"'BT = A. Esto
significa que B es semejante a A.

(b) Suponga que A tiene inversa A™'. Entonces TA™'T™' es una inversa de B,
ya que

37 Gl il P K Vel S B¢ e W e o L e R

Y, en forma similar, BTA7T~! =J.
(¢) Considere la transpuesta de la relacién B = TAT ™. Obtenemos

tB - tT—l :ArT

Esto significa que ‘B es semejante a ‘4, debido a que existe una matriz, a saber,
tpt = C, tal que ‘B = CAC™!.
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23. Los elementos diagonales son aii1bi1,...,annbnn-. Se multiplican componente a
componente.

1 a+b 1 na
e (151 F)
1 —a
- (37)

26. Multiplique AB a cada lado por B™1A™'. ;Qué obtiene? Observe el orden en el
que se consideran las inversas.

27. (a) La férmula de adicién para el coseno es
cos(f1 + 82) = cos 61 cos B2 — sen §; sen fs.

Esta formula y la del seno dardn por resultado lo que usted quiere.
(b) A(8)7! = A(-6). Multiplique A(8) por A(—8); ;qué obtiene?
ar oo cos nfl — sennf

Puede probar esto por induccién. Considere el
sennd cosnfd

producto de A™ por A. ;Qué obtiene?

wo (1) 057 0 (32) 0 (32)
@5(%7) 0 Th) wi(a)
2 \—v3 1 2\ 1 3 /2 \ =1 -1
. (g me) w0 Bun e (3
32. Las coordenadas de Y estdn dadas por
y1 = £1 cosf — zosen b,

Yo = &1 sen b + x5 cos .

Halle 4% + 3 mediante un desarrollo, usando simple aritmética. Muchos términos
se cancelaran para dejar =2 + z%.

142 -2 00 00
000 0 2.3 1 1
83. (&) [gog o ®) 19000
000 0 00 00

34. (a) Intercambie el primer renglén de A con el segundo.
(b) Intercambie el segundo renglén de A con el tercero.
(c) Sume cinco veces el segundo renglén de A al cuarto.
(d) Sume —2 veces el segundo renglén de A al tercero.

35. (a) Multiplique el primer renglén de A por 3.
(b) Sume 3 veces el tercer renglén al primero.
(c) Reste 2 veces el primer renglén del segundo.
(d) Reste 2 veces el segundo renglén del tercero,
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36. {a) Ponga el renglén s de A en el lugar r, ceros en todo lo demés.
(b) Intercambie los renglones r y s, ponga ceros en todo lo demais.
{c) Intercambie los renglones r y s.

37, (2) Sume 3 veces el renglén s al renglén .
(b) Sume ¢ veces el renglén s al renglén r.

II, §3, pdg. 65

1. Sea X = (#1,...,%n). Entonces X - E; = z;, de manera que si éste es 0 para todo
i, entonces z; =0

3 X -(c1di+ - +endn)=c1X - Ai+ -+ +cnX - An = 0.

1L, §4, pdg. 72

(Hay varias respuestas posibles para la forma escalonada por renglones; mostramos una
de ellas, pero otras también son correctas.)

12 -k o
1.{(a) [0 9 —26 y también 01 _Egé‘.
00 0 00 0
Lap) 2 100
(b) [0 —1 —1 ] ytambién [0 1 0
0 0 -1 001
15
= -1 im00 g
2.(2) {0 3 -4 4] ytambién [010 -2
0 0 7 -10 001_.1%1
20275 1o0-% 2
(b) 101 3 -2 ] ytambién 07 4 =B
60 oMo 00 0 0
12 -1 ‘g9 1200 3
3.(a) (00 3—61) otambién (0010 o
4
i & o 2 Do s
i — D S
(b) glol 33 o también | 0 1 711 1
00 00

11, §5, pag. 79

! 44 ¥ 37 L (2 2 -1
L@ 551 =4-6 2} () o[1 19 -8
12 3 % 0-15 5

1f 3 2-9 [ {5-16 3
@ g4 1 2=8] @z[(o 71
-3 —4 10 =i



7

ITI,

=
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. 0—19 0
o |l o 8
(©) —7

g8 I% -390
g =17 7 =8

() —ﬂ( 13, =7 5)
18 ~7 1

. El efecto de multiplicar por I;. consiste en poner al renglén s en el lugar r y ceros

en todo lo demds. Asi, el renglén s de I, A es 0. Al multiplicar por I, una vez
mis se pone 0 en el lugar 7.y 0 en todo lo demés, de manera que IZ, = O.

Tenemos Ers(c) =I+clps y Ero(c) = I +¢'l,,, de manera que
Ers(c)Ers(c) = (I + cls)(I + ¢'IL,)
=1 +clre + ' Is + cc'I7,
=T+ (e+ ) porque 12, =0
= Brs(c + ).

§1, pdg. 87
Sean B y C perpendiculares a A; para todo i. Entonces
(B+C) Ai=B-Ai+C-Ai=0 para todo .
Ademis, para cualquier nimero z,
(zB) - Ai = z(B- A;) =0.

Por dltimo, O - A; = 0 para todo i. Esto prueba que W es un subespacio.

. (c) Sea W el conjunto de todas las (z,y) tales que z + 4y = 0. Entonces, los

elementos de W son de la forma (—4y, y). Al poner y = 0 se muestra que (0,0) estd
en W. Si (—4y,y) vy (—4y, ') estdnen W, entonces susuma es (—4(y+y'), y+%'),
¥, por tanto, estd en W . Si ¢ es un niimero, entonces ¢(—4y, y) = (—4cy, cy), que
pertenece a W . Por tanto, W es un subespacio.

Suponga que vy y v2 estdn en la interseccién U N W . Entonces su suma vy + v
estd tanto en U (ya que v1 y vz estdn en U) como en W (porque vy ¥y va estdn
en W) de manera que estd en la interseccién U N W. Dejamos al lector las otras
condiciones.

Ahora probemos parcialmente que 7 + W es un subespacio. Sean 21 y w2
elementos de I/ y w; y w, elementos de W . Entonces

(w1 4+ w1) + (w2 + wo) = w1 + uz + w1 + wa,

¥ ésta tiene la forma v+ w, con u = uy +u2 en U y w=wy +w, en W. Por
tanto, la suma de dos elementos de U + W también estd en U 4+ W . Dejamos al
lector las otras condiciones.

Con respecto a (iii), dado un vector arbitrario (s,t), resuelva por eliminacién
el sistema de ecuaciones lineales que proviene de

zA+yC = (s,1).

Al hacerlo el lector hallara que es necesario que ad - be # 0.
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Véase el Capitulo I, seccién §4, Ejercicio 7.
(3,5) 10. (=5,3)
§4, pag. 102

- (a) A= B,(1,-1) (b) 3A+3B,(5,3)

(c) A+ B,(1,1) (d) 34 +2B,(3,2)

° (a') (%’_%’% (b) (1!011) (C) (%r‘%s"'%)

Suponga que ad — bc # 0, Sean A= (a,b) vy C =(c,d). Suponga que tenemos
tA+yC =0.

Esto significa, en términos de coordenadas, que

za 4+ yc = 0,
zb+4 yd = 0.
Multiplique la primera. ecuacién por d, la segunda por ¢ y reste. Hallamos que
z{ad — bc) = 0.

Como ad — be # 0, esto implica que z = 0. Una eliminacién similar muestra que
y = 0. Esto prueba (i).

Reciprocamente, suponga que A y C son linealmente independientes. Entonces
ninguna de ellas puede ser (0,0) (de otra manera se escoge 7,y # 0 y se obtiene
rA+ yC =0, lo cual es imposible). Digamos que b o d # 0. Entonces

d(e,b) — b(c,d) = (ad — be, 0).

Como se supone que A y C son linealmente independientes, el miembro de la
derecha no puede ser 0, por lo que ad — ¢b 3 0. El argumento es similar si a o
cs# 0.

Con respecto a (iii), dado un vector arbitrario (s,t), resuelva el sistema de
ecuaciones lineales que proviene de zA + yC = (s,1), por eliminacién. El lector
encontrard precisamente que necesita que ad — be # 0 para hacerlo asi.

. Vea el Capitulo I, seccion §4, Ejercicio 7.

g 10 01 00 00
Base posible: (0 0),(0 0),(1 0),(0 1)

. {Ei;} donde Ej; tiene componente 1 en el lugar (7, ) y 0 en todos los demds. Estos

elementos generan Mat(m x n), debido a que, dada cualquier matriz A = (ay;), la
podemos escribir como una combinacidén lineal

A= E'. Zj ai; Eij.
0=3% 3, B,

entonces debemos tener que ai; = 0 para todos los indices i y j, por lo que los
elementos F; son linealmente independientes.

Ademas, si
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13. Ei, donde E; esla matriz de n X n cuyo término éi es 1 y todos los demds son 0.

14. Se puede escoger una base que conste de los elementos E;j que tengan componente
i1j igual a 1 para i < j y todas las demds componentes iguales a 0. El niimero de
tales elementos es

n(n-{-l)'

142+ fin & <55

01 1LA\L (0 0
15 () (1 0)’(0 0)’(0 1)
100Y 000\ /000 f010\ 7001\ /7000
(b) oool{o1o0){ooo)f100){o000][o001
{(000)(000)(001)(000)(100)(010)}

16. Se puede tomar como base para el espacio Sim(n x n) de las matrices simétricas
de n X n a los elementos Fij, donde ¢ < j, que tienen componente 1j igual a 1,
componente ji igual a 1 y componente rs igual a 0 si (r, ) # (i,7) o (4,i). La
prueba de que éstos generan a Sim(n X n) y que son linealmente independientes es
semejante a la prueba que aparece en el Ejercicio 12.

III, §5, pag. 107
1. (a) 4 (b) mn (c) n (d) n(n+1)/2 ()3 (1) 6 (g) n(n+1)/2

2. 0,1 6 2, por el Teorema 5.8. El subespacio consta sélo del O si, y sélo si, tiene
dimensién 0. Si el subespacio tiene dimensién 1, sea v; una base. Entonces el
subespacid consta de todos los elementos tvy, para todos los niimeros £, por lo que,
por definicidn, es una recta. Si el subespacio tiene dimensién igual a 2, sean v y v2
una base. Entonces el subespacio consta de todos los elementos #;vy + 305, donde
t1 ¥y ?; son numeros, por lo que es, por definicién, un plano.

3. 0,1, 26 3 por el Teorema 5.8.

II1, §6, pdg. 114
(a2 (B)2 ()2 (1 ()2 ()3 ()3 (h) 2 ()2

ot
.

IV, §1, pag. 118
1. (a) cosz (b) & (c) 1/= 2. (1/v/2,1/V2)
8. (a) 11 (b)13 (c) 6

4. (a) (&1) (b) (1,0) (o) (1/e,-1)

5. (a) (e+1,3) (b) (e24+2,6) (c) (1,0)
6. (a) (2,0) (b) (we,m)

7.(a) 1 (b)) 11

8. Elipse 922 + 4y° = 36 9, Recta & = 2y

10, Circnlo o? 4 9 = €2, circulo 22 + y? = e?°
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11. Cilindro, radio 1, eje z = eje del cilindro 12. Circulo z° +3* = 1.

IV, §2, pag. 125
1. Todos excepto (c) ¥ (g)
2. Sélo el Ejercicio 8.

e

. Como AX = BX para todo X, esta relacién es verdadera, en particular cuando
X = E’ es el j-ésimo vector unitario. Pero entonces AE’ = A7 es la columna j
de Ay BE’ = B’ esla columna j de B, por lo que A = B para todo j. Esto
prueba que A = B.

6. Sélo u=0, ya que Tu(0O)=wu y, si Ty es lineal, entonces debemos tener
T.(0)=0.
7. La recta S se puede representar en la forma P + tv; con todos los niimeros %.
Luego, L(S) consta de todos los puntos
L{P)+tL(v1).
8i L{v1) = O, éste es simplemente un punto sencillo. Si L(v1) # O, ésta es una
recta. Otros casos se resuelven en forma similar.

8. Es un paralelogramo cuyos vértices son B, 34, 3A+ B, O.
9. Es un paralelogramo cuyos vértices son 0, 2B, 54, 54 4 2B.
10. (a) (-1,-1) (b) (-2/3,1) (c) (-2,-1)
11. (&) (4s5) (b) (11/37 _3) (C) (4’2)

12. Suponga que tenemos una relacién Z:c.-v.- = 0. Aplique F; obtenemos
P ACHES > zmiw; = 0. Como los w; son linealmente independientes, se infiere
que todo z; = 0.

13. (a) Sea v un elemento arbitrario de V. Como F(vo) # 0, existe un nimero c tal
que
F(v) = ¢F(w),
a saber, ¢ = F(v)/ F(v). Entonces F(v—cwo) = 0, por tanto, haga w = v—cvo.
Hemos escrito v = w + cvg, tal como se deseaba.
(b) W es un subespacio, por el Ejercicio 3. Por la parte (a), los elementos wvo,
¥1,...,%n generan a V. Suponga que existe una relacién lineal

covo + c1v1 + -+ o = O,

Aplique F'. Obtenemos coF(v) = 0. Como F(vp) # 0, se infiere que ¢o = 0.
Pero entonces ¢; = 0 para ¢ = 1,...,n, debido a que v1,...,vn forman una

base de W .

IV, §3, pag. 131

1 y 2. Si U es un espacio de V, entonces dim L(U) < dim . Por tanto, la imagen
de un subespacio bidimensional es 0, 1 6 2. Una recta o plano es de la forma P+ [/,
donde U tiene dimensién 16 2. Su imagen es de la forma L(P)+ L(U), de manera
que ahora log asertos estan claros,
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3. (a) Por la férmula de la dimensién, la imagen de F tiene dimensién n. Por el
Teorema 4.6 del Capitulo III, la imagen debe ser todo W .
{(b) Es similar. .

4. Use la férmula de la dimensién.

5. Como L(vo +u) = L(wo) si u estd en Kex I, todo elemento de la forma vy + u es
una solucién. Reciprocamente, sea v una solucién de L(v) = w. Entonces

L{v —w) = L(v) — L(vo) =w—w=0,
por lo que » — vo = u estd en el nicleo y v = vy + u.
6. Funciones constantes.
7. Ker D? = polinomios de grad < 1, Ker D" = polinomios de grad <n-—1.
8. (a) Multiplos constantes de ¢* (b) Miltiplos constantes de €%*.
9. (a) n—1 (b) n®—1.

A+A" A~
7 T3

10. A= .81 A= B+ C = B, +C;, entonces

B-Bi=C -C.

Pero B — By + C; — C es simétrica y antisimétrica, y por tanto O, ya que cada
componente es igual a su propio negativo.

11. (c) Tomar la transpuesta de (A+*A)/2 demuestra que ésta es una matriz simétrica.
Reciprdcamente, dada una matriz simétrica B, vemos que B = P(B), de ma-
nera que B estd en la imagen de P.
(d) n(n—1)/2.
(¢) Una base para las matrices antisimétricas consta de las matrices Ei; coni<j,
que tiene componente ij igual a 1, componente ji igual a —1 y todas las otras
componentes iguales a 0.

12. Semejante a 11.
13 y 14. Similar a 11 y 12.

15. (a) 0 (b) m +n, {(4;,0),(0,w;)}; i=1,...,m; j=1,...,n. Si {u;} es una
base de U y {w;} es una base de W.

16. (b) Se ve claramente que la imagen estd contenida en U + W. Dado un elemento
arbitrario u + w con wen U y w en W, podemos escribirlo en la forma
u+ w=u — (—w), lo que demuestra que esti en la imagen de L.

(c) El nticleo de L consta de aquellos elementos (u,w) tales que u —w = O, de
manera que 4 = w. En otras palabras, consta de las parejas (u,u) y u debe
pertenecer a U y a W, por tanto, estd en su interseccién. Si {ui,...,u,} es
una base para U NW, entonces {(w1,u1),...,(ur, u,)} es una base del nicleo
de L. La dimensidn es la misma que la dimensién de U NW . Después se aplica
la férmula de la dimensién que aparece en el texto.

IV, §4, pag. 139
1. n—1 2. 4 3. n—1
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4. (a) dim. =1 Dbase = (1,-1,1)
(b) dim. =2 base =(1,1,0){0,1,1)
3 _ _ r—3 w42
(c) dim. =1 base—( TR 8 ,)
(d) dim. =0

5.(a)1 (b)1 (c)0 (d)2

6. Un teorema establece que
dim V = dimIm L + dim Ker L.
Como dim Ker L > 0, se infiere la desigualdad deseada.

7. Una prueba (hay otras): rango A =dimIm L4. Pero Lap = Lo Lp. Por tanto,
la imagen de Lap estd contenida en la imagen de Ls. En consecuencia, rango
AB < rango A.

Con respecto a la segunda desigualdad, cbserve que el rango de una matriz es igual

al rango de su transpuesta, debido a que el rango por columnas es igual al rango
por renglones. Por ese motivo,

rango AR = rango 'B'A.

Ahora apligue la primera desigualdad para obtemer rango ‘B'A < rango ‘B =
rango 5.

IV, §5, pag. 145

1000
vo (3358)  (s10n)

1000
0100
® 3 @7 © -1 O |g000
0000

2. ¢I,donde T esla matriz unitaria de n x n.

va (4738) o (03)
g 1-2 3 00
4. (a) ( .9 4) (b) (0 . o)
&1 5 0 05

5. Sea Lvi = Y cijw;j. Sea C = (ci;). La matriz asociada es ‘C y el efecto de [
sobre un vector X de coordenadas es ‘CX.
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V, §1, pdg. 151

1.

5

Sea € = A— B. Entonces CX = O para todo X. Considere X = E? como
el j-ésimo vector unitario para j = 1,...,n. Entonces CE? = C? es la j-ésima
columna de C. Por suposicién, CE? = O para todo j, de manera que C' = 0.

Use la distributividad y el hecho de que Fo L = Lo F.
La prueba es igual a la que se hace con nimeros.

P? = %(I+T)2 o %(Ig +2TT+T%) = %(21+ 2T) = %(I+T) = P. La parte (b)
se deja al lector. Con respecto a la parte (c), vea el siguiente problema.

() P=(I=-PP=1?-2]P+P>=1-2P+P=I-P=@Q.

(b) Sea v € Im P tal que v = Pw para algin w. Entonces Qv = QP, =0, ya
que QP = (I - P)P =P~ P> =P~ P = 0. Por tanto, ImP C KerQ.
Reciprocamente, sea v € Ker @ tal que Qv = 0. Entonces (I — P)v = 0,
por lo que v — Pv = 0, y v = Pu, por lo que v € Im P; en consecuencia,
Ker@Q CImP.

. Sea v€ V. Entonces v=v— Pv+ Pv,y v~ Pv € Ker P, ya que

P(v — Pv) = Pv— P’v = Pv— Pv=0.

Ademas Pv € Im P, lo que prueba (a).
Con respecto a (b), seav € Im PN Ker P. Como v € Im P, existe w € V' tal que
v = Pw. Como v € Ker P, obtenemos

0= Py= P’w=Pw=r,

de modo que v = 0, con lo que también se ha probado (b).

. Suponga que %+ w = w1 +wi. Entonces v — w3 = w1 —w. Pero u—u; € U y

wy —w € W, debido a que U y W son subespacios. Por suposicién, U NW = {0},
y concluimos que v —u; =0=w; —w, porloque u =u; ¥y w= w;.

o P?(u,w) = P(u,0) = (u,0) = P(u,w). De modo que P? = P.

. La dimensién de un subespacio es < la dimensién del espacio. Entonces

ImFolL <ImF, demodoque dimImFol <dimImF

y asi, rango F ol < rango F'. Esto prueba una de las férmulas. Con respecto a la
otra, considere F' como una combinacidén lineal definida sobre Im L. Entonces

rango FoL =dimIm Fo L < dimIm L = rango L.

V, §2, pag. 156

1. R;' = R_p debido a que Rgo R_g = Ro—o = Ro = I. La matriz asociada con

R;' es
cosf senf
—senf cosé

debido a que cos(—8) = cos#.
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3.

4,

11.

12.

13.

VI,

Las composiciones siguientes son la identidad:

FoGoG'oF =] y G loF'oFoeG=1I

5, 6. En cada caso demuestre que el niclec es igual a O y aplique el teorema
apropiado.

al 10. La prueba es similar a la misma prueba para las matrices, usando la distri-
butividad. En 7 tenemos

(I=Lyo(I+L)=I"-L*=1I

Con respecto a 8, tenemos que L2 +2L = —I, de modo que L(—L-2I)L =1, por
loque L™= —L —2I.

Es suficiente probar que v y w son linealmente independientes. Suponga que
zv + yw = O. Aplique L. Entonces

Liw)=L(L(v)) =0

yaque L? = O. BEn consecuencia, L(zv) = xL{v) = O. Como L(v) # O, se infiere
que © = 0. Entonces y =0 por que w # O.

F' es inyectiva, su nicleo es 0.
(b) F no es suprayectiva; por ejemplo (1,0,0,...) no esta en la imagen.
(¢c) Sea G(zi,%2,...) = (z2,23,...) (climina la primera coordenada).
(d) No; en caso contrario F tendria una inversa, lo cual no sucede.

La linealidad se comprueba ficilmente. Para demostrar que L es inyectiva, es
suficiente mostrar que Ker L = {0}. Suponga que L(u,w) = 0; entonces u+w =0,
de manera que » = —w. Por suposicién, UNW ={0} y u € U, —w € W, porlo
que v = w = 0. En consecuencia, Ker L = {0}.

L es suprayectiva debido a que, por suposicidn, todo elemento de V' se puede
escribir como la suma de un elemento de U mds un elemento de W.

§1, pag. 164
Sea X =%(%,y). Entonces

2 2
(X, X} = az® + 2bry +dy’ =a (3+ %y) + _(fﬂiTE__)yz'

Si ad—b* > 0, entonces {X, X) es una suma de cuadrados con coeficientes positivos

y uno de los términos no es igual a 0, por lo que (X, X} > 0. Si ad—b% < 0, entonces

dé a y cualquier valor no nulo y sea z = —by/a. Entonces {X, X} < 0.
Sia=0,sea y =0y déa r cualquier valor. Entonces ‘X AX = 0.

(a) st (b) no (c)st (d) no (e) si (f) sl
(a) 2 (B)4 (c) 8

. Los elementos diagonales no cambian bajo la transposicién, de manera que las trazas

de A y ‘A son las mismas,
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6. Sea AA = (¢i;). Entonces
n
Cii = Y b BikGkis

Por tanto,

n n

t[(AA) = Zi:l 21‘:1 a‘kaki’

¥ airar = a%, debido a que A es simétrica, por lo que la traza es una suma de
cuadrados, por tanto, > 0.

8. (a) t(AB) =3, ) aibji = 30, 37, biiai;.-
Pero cualquier par de letras se puede usar para denotar indices en esta suma, la
cual se puede escribir en forma mds neutral como sigue:

E::l E::l brsalsr-

sta es precisamente la traza tr(BA).

(b) tr(C™*AC) =tr(ACC™"), por la parte (a), de modo que es = tr(A).

VI, §2, pag. 174
1 ]
Laslto )=~ (1,1,-1) y —={(1,0,1
(2) \/i( )y ﬁ( )

(b) ?}“6(2,1,1), e, 7, 5)

1 1
2l I v (1, 5 &

1 1
3. —=(1,1,0,0), 3(1,-1,1,1), ——=(-2,2,3,1)
V18

V2
5. +/80(¢% — 31/4), V3t
6. /BO(# - 3t/4), VBt, 108 — 12t +3

9. Use las férmulas de dimensién. La traza es una aplicacién lineal de V' en R. Como

dim V' = dim Ker tr 4+ dim Im tr,

se inflere que dimW = dimV — 1, por lo que dim W™ = 1 por el Teorema 2.3.
Sea I la matriz unitaria de n % n. Entonces tr(A) = tx(AI) para toda A€V, de
manera que tr{AJ} = 0 para A € W. En consecuencia, € W' . Como W' tiene
dimension 1, se infiere que I es una base de W+ . (;Sencillo?)

10. Tenemos que (X, AY) = (X, 3Y) =b{X,Y), y ademds

(X,AY) = {(AX\Y) = (X, Y) = (X, Y).
Por tanto, a{X,Y) =X, Y). Como a # b, se infiere que (X,Y) = 0.
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VI, §3, pag. 178

1. Con respecto a todos los vectores columna X y Y, observamos que 'X AY es una
matriz de 1 x 1, de modo que es igual a su propia transpuesta. Por consiguiente,

2a(X,Y) = XAY =* (X AY) = "VARX =Y AX = ¢a(Y, X).

2. Reciprocamente, si ¢a(X,Y) = pa(Y,X), entonces un argumento semejante al
anterior muestra que
XAY = 'X'AY
para todos los X, Y. Entonces A = ‘A, por la prueba de unicidad que aparece en

el Teorema 3.1.

3. (a) 23191 — 3zay2 +4x201 + 2292
(b) 4z1y1 + T1y2 — 22291 + 51292
(c) 5ziy1 + 2m1y2 + 7x291 + To2y2
(d) #1y1 + 2z1y2 — z1ys — 3291 + T2y +432ys + 2xay1 + Szays — Tays
(e) —4z1ys + 2z1y2 + 21ys + 35291 + Tayz + T2ya + +2zayr + 5Tay2 + TTays
(f) —izay + 22192 — 52193 + Toy + $22y2 + 42295 — Tay1 + 3Tays

VII, §2, pag. 190

1. (a) =20 (b) 5 (c) 4 (d) 5 (e) =76 (f) —~14

2. (a) =18 (b) 45 (c) 0 (d) 0 (e) 4 (i) 14 (g) 108 (h) 135 (i) 10
3. aura2z - tnn 4. 1

5. Aun en el caso de 3 x 3, siga las directrices generales. Reste la segunda columna
multiplicada por z; de la tercera. Reste la primera columna multiplicada por z;
de la segunda. Obtendra

1 0 0
1 29 —11 :!:%—-— ToT1

1 73— 31 T3 — o371
Al desarrollar conforme al primer rengldén se obtiene

Tg — T Z2($2 = $1)

ras — I 1!3(22‘3 == 331)
El lector puede factorizar o> — 51 en el primer renglén y z3 — z1 en el segundo
renglén para obtener

1 Zo

(52— 1) (o2 — 1) || o

Use después la férmula para los determinantes de 2 %X 2 a fin de obtener la respuesta
deseada.

Ahora haga con detalle el caso de 4 x 4 para entender el patrén, y Inego efectiie
el caso de » X n, por induccidn.

6. (a) 3 (b) —24 (c) 16 (d) 14 (e) 0 (1) 8

() 40 (h) —10 @ JJes

=1
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7.1 B. 24 8t+5

11. D(cA) = D(cA',cA® cA®) = cD(A',cA®, cA®) = 3 D(A’, A%, A®) al usar la linea-
lidad con respecto a cada columna.

12. D(A) = D(cA',...,cA") = ¢c"D(A%,..., A™) usando de nuevo la linealidad con
respecto a cada columna.

VII, §3, pag. 195
1. 2 2. 2 3. 2 4. 3 5. 4 6. 3 7. 2 8 3

VII, §4, pig. 198

L (a)g=Fty=2g=-2 (b) s=3,9=-%,2=2%
2
(@2 ~2,9= 0l = =2
(d) e=4,y=2 rewlow=2

VII, §5, pag. 202
1. Capitulo II, seccién §5

1 d —b
4 ad — be (—c a)
VII, §6, pig. 212
2. (a) 14 (b) 1

3. (a) 11 (b) 38 (c) 8 (d) 1
4. (a) 10 (b) 22 (c) 11 (d) ©

VIIL, §1, pag. 217

1. Sea (;) un vector propio. Entonces la multiplicacidn de matrices muestra que

debemos tener x4+ ay = Az y y = Ay. Si y # 0, entonces A = 1. Como a # 0,
esto contradice la primera ecuacién, por lo cual y = 0. Entonces E', que es un
vector propio, forma una base para el espacio de los vectores propios.

2. S5i A = cl es un miiltiplo escalar de la identidad, entonces todo el espacio consta
de vectores propios. Cualquier base de todo el espacio satisface los requisitos. Fl
iinico valor propio es el ¢ mismo, para vectores no nulos.

8. El vector unitaric E° es un vector propio, cuyo valor propio es ai;. El conjunto de
estos vectores unitarios es una base para todo el espacio.

4. Sea y = 1. Entonces, usando multiplicacién de matrices, el lector encontrara que
*(x,1) es un vector propio, con valor propio igual a 1. Si # = 0, los vectores unitarios
L' y E? son vectores propios, con valores propios 1 y —1, respectivamente.
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5. Sea w2 = ‘(—1,r), de-manera que vz es perpendicular a v; en el Ejercicio 4. Ta
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multiplicacién de matrices muestra que Avy = —va.

G. Sea A = (a _2) . Entonces el polinomio caracteristico es (t — a)® + b* y, para

que sea igual a 0, debemos tener que b =0 y ¢t = a. Pero a? + 85 =1, por lo que

b

a==l.
7. A(Bv) = ABv= BAv= Blv=ABv.

111, §2, pag. 227
1. (a) (t—e11)-..(t=aan) (b) ai1,...,8nn
2. Igual que en el Ejexcicio 1.

: . : 2
3. {a) (t—4)(t+1); valores propios 4, —1; los correspondientes vectores propios (3)

¥

(b) (t—1)(¢ — 2); valores propios 1, 2; vectores propios (1,—1/A), donde A =1y

(c) t*+3; valores propios £+/—3; vectores propios (1, 1/(A— 2)) , donde A = /=3

(d) (#—5)(¢+1); valores propios 5,—1; vectores propios (}) y (k§> , TEsSpec-

1 B
_1 jaP miltiplos escalares no nulos.
N2

¥y A=—-3.

tivamente, o miultiplos escalares no nulos.

4. (a) (t—=1)(t —2)(t — 3); valores propios 1, 2, 3; vectores propios

0 (%) C)

respectivamente, o miltiplos escalares no nulos.

(b) (¢t —4)(t +2)*; valores propios 4, —2; vectores propios

1 1 1
1 para 4; 1 v 0 para — 2.
2 0 -1

Miiltiplos escalares no nulos de la primera; también son posibles las combina-
ciones lineales del par de vectores propios para —2, o en general, el espacio de

soluciones de la ecuacién
s—y+z=0.

(¢) (t—2)*(¢—6); valores propios 2, 6; vectores propios

1 1 1
-1 y 0 para 2; 2 para 6,
0 -1 1

Pueden ser las combinaciones lineales de los primeros dos. Pueden ser miultiplos

escalares no nulos del segundo.
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) (¢ —1){t — 3)?; valores propios 1, 3; vectores propios

2 1 1
-1 para 1; 1 v 0 para 3.
1 0 1

Pueden ser miltiplos escalares del primero. Pueden ser las combinaciones linea-
les de los dos segundos.

5. (a) Valor propio igual a 1; los vectores propios son miltiplos escalares de 1)

) Valor propio igual a 1; los vectores propios son miltiplos escalares de *(1,0).

) Valor propio igual a 1; los vectores propios son miltiplos escalares de “(0,2).

) Los valores propios son A; = (14+/=3)/2, A, = (1—+/=3)/2; los valores propios
son miltiplos escalares de ’(1, (A + 1)_1), donde A = A1, 0 A = X;. No hay
ningin vector propio real.

6. En todos los casos los valores propios son iguales a 1. Los vectores propios son
miiltiplos de *(1,0,0).

7. (a) Los valores propios son iguales a &1, £1/—1. Los vectores propios son miltiplos

(b

escalares de ‘(1, X, A%, 2%), donde A es cua]qulera de los cuatro valores propies.
Sélo hay dos vaJores propios reales.

) Los valores propios son 2, (=1 4+ +/=3)/2, (-1 — +v/—3)/2. Los vectores propios
2
son miltiplos escalares de t(l,A-{— 1, Q%ﬁ), donde X es uno de los

tres valores propios. Sélo hay un vector propio real, a saber, Yl 3), excepto
multiplos escalares reales.

VIII, §3, pag. 233
a) 1,3
(b) (1+ f)/zs(l —v5)/2
2.(a) 0,1,
(b) 2, 2ﬂ:f
El va.lor maximo de f es el nimero mayor en cada caso.
3 —1 4+ /74
) 2
VIII, §4, pag. 236
1. > aiz? si ay,...,an son los elementos de la diagonal.
2. Suponga que B tiene como elementos diagonales a )\1/2 — ,A“g .
3. Sea v un vector propio # O cuyo valor propio es A. Entonces (Av,v) = {Av,v) =

{v,v). Como {v,v) > 0 y (Av,v) > 0, se infiere que A > 0. Escoja una base de
V' que conste de los vectores propios. Entonces el espacio vectorial V' se puede
identificar como el espacio de vectores de coordenadas con respecto a esta base.
La matriz de A es, pues, una matriz diagonal, cuyos elementos diagonales son
los valores propios y, por consiguiente, son positivos. Entonces podemos usar el

FEjercicio 2 para hallar una raiz cuadrada.
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4.
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Es semejante al Ejercicio 3.

5. A partir de *(AA) = ‘4'4 = AA, se infiere que A? es simétrica. Ademis, para

v# 0,
(A%v, v} = (Av, "Av) = (Av, Av) > 0,
debido a que Aw # O, puesto que {Av, Av) > O.
Como 'A™" = A™!, se infiere que A™! es simétrica. Como A es invertible, un v
dado se puede escribir como v = Aw para algin w (a saber, w = A~lv). Entonces

(A0, 0) = (A7 Aw, Aw) = (w, Aw) = {Aw,w) > 0.

En consecuencia, A™! es definitivamente positiva.

. Suponga (i). A partir de la identidad que aparece en la sugerencia, obtenemos

4{Uv, Uw) = (U(v + w), U{v+ w)} — (U(v — ), U(v — w))
={(v +w),v +w) — ((v — w), (v — w))
= 4(v, w}.
Por tanto, (Uv, Uw) = (v, w). El reciproco es inmediato.
Suponga (i). Entonces Ker U = O, debido a que, si Uv = O, entonces ll#]| =0,
por lo que v = O. Pero una aplicacién lineal, cuyo niicleo es O, de un espacio vec-

torial de dimensién finita, en si mismo, es invertible, de manera que U es invertible.
Ademis, para todos los v y w €V,

(Uv, Uw) = {{UUv, w) y también es ignal a (v, w), por hipétesis.

En consecuencia, U = I, por lo que U = U~'. Reciprocamente, a partir de
o/ = U, obtenemas

(Uv, Uv) = {{UUv,v) = (v, 7),
por lo que U satisface (i).

. Como ‘(*AA) = 'A"A = 'AA, se infiere que ‘AA es simétrica. Ademds, para

v # O, tenemos que

(‘AAv,v) = {Av, Av) >0
debido a que A es invertible, Av # O. En consecuencia, *AA es definitivamente
positiva. Sea U = AB™!, donde B? ='AA y BA = AB, de manera que B4 =
AB™!, Entonces

(Uv, Uv) = (AB™ v, AB™"v) = (B™" Av, B! Av)
= (Av, tB_lB_]Av)
= {v, AAT2 Av) = (v, v).

Por tanto, U es unitaria.

. Sea v un valor propio no nulo A > 0. Entonces

(Bv, Bv) = X*{v,v) = (v, v)

debido a que B es unitaria. En consecuencia, A2 =1, porlo que A =1 y, como
X es positivo, A = 1. Puesto que V tiene una base que consta de vectores propios,
ge infiere que B = 1.
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matrices, combinando asi el aspecto computacional con el tedrico. Ademas,
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